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Задача 13

Есть дополнительные материалы на сайте raum.math.ru.
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Следите за тузом пик — 
это знак смерти, а также 

за тузом треф…
Р.Л. Стивенсон. 
Клуб самоубийц

Задача о жребии «на туза»
Как найти дилера

Видимо, нет области деятельности, которую хотя бы в каком-ни-
будь смысле люди или животные не используют для игры. Приспо-
соблений для игр за историю человечества придумано немыслимое 
количество. В дело идет все от щепочек и речных камешков до су-
перкомпьютеров.

Одно из древнейших изобретений — игральная кость. Но сегод-
ня речь не о костях, а о картах. Разумеется, первые карты появи-
лись там, где появилась первая бумага, — в Древнем Китае, откуда 
они и приехали в Европу в XIV веке. Как сформировались обозна-
чения и названия мастей, доподлинно неизвестно.

Карточные игры, как и все прочие, в разные времена и в разных 
культурах подвергались гонениям по совершенно разным и часто 
взаимоисключающим причинам. Считается, что карточные игры 
азартные, а азарт�1  — это нехорошо. Но бывают ли неазартные 
игры? Разве любой спорт не зиждется на азарте? Думаю, что если 
игра не азартна, то это и не игра вовсе, а неинтересное и скучное 
занятие. Как бы кто ни относился к карточным играм и пасьянсам, 
они процветают, и за столетия стали богатой, изощренной и краси-
вой игровой культурой.

Вернемся в недалекие времена, когда карточные игры в евро-
пейских странах и в России становятся увлечением аристократии. 
Именно тогда появляется большинство стандартных игровых про-
цедур и правил, предотвращающих или затрудняющих шулерство.

Вот простая и важная процедура: нужно со всей случайностью 
выбрать первого дилера, то есть игрока, который в первый раз раз-
даст карты для игры. Дальше просто: право (или обязанность) раз-
дачи переходит от игрока к игроку по кругу. Вопрос именно в том, 
кто будет сдавать в первый раз. Обычно бросают жребий с исполь-
зованием тех же карт. 

Один из наиболее популярных способов: колоду тщательно та-
суют, а затем один из игроков сдает по одной карте всем по оче-
реди по часовой стрелке, начиная со своего соседа, сидящего по 
левую руку. Это не игра — это еще жребий. Как только кому-то до-
стался туз, сдача заканчивается: обладатель туза и станет первым 
дилером. Такой жребий называется «сбросимся на туза» или похо-
жим образом.

Предположим, что в колоде n карт, среди них a ≤ n тузов, а число 
игроков равно k. Хорошо, когда k является делителем числа карт n, 
но это не всегда так. Например, в классическом преферансе может 
быть три игрока и 32 карты в колоде.

Для проверки и иллюстрации всех наших последующих выкла-
док будем держать в голове, что в колоде 32 карты, среди них 4 туза, 
а играют четверо: n = 32, a = 4 и k = 4.

¹ Арабское al-zahr (игральная кость) постепенно преобразовалось во французское и немецкое 
hasard и английское hazard (опасность, риск).
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Общая задача
Исследуем жребий «на туза» при этих усло-

виях. Пронумеруем игроков числами от 1 до k 
в том порядке, в котором они получают карты. 
Ясно, что вероятности событий зависят от чис-
ла тузов в колоде. Это число  — важный пара-
метр задачи. Используем старый добрый при-
ем: рассмотрим задачу при краевых значениях 
параметра.

Если туз в колоде один (a = 1), то жребий поч-
ти честный: вероятности выигрыша всех игро-
ков близки. Чтобы это понять, представим, что 
игроки получают карты вслепую — поровну или 
примерно поровну, а уже затем разом откры-
вают их. Туз с почти равными шансами может 
оказаться у любого из игроков. Шансы будут 
не совсем равны, если n не делится на k. Тог- 
да n = kq + r, где 1 ≤ r ≤ n – 1. В этом случае при 
сдаче вслепую игроки с номерами от 1 до r полу-
чат по (q + 1) карте, а остальные — только q карт. 
Следовательно, игроки с номерами 1, …, r име-

ют вероятность q
n
+1  выиграть жребий, а у остав-

шихся вероятность выигрыша равна q
n

.  

Для примера рассмотрим случай n = 32, a = 1, 
k = 3. Остаток r равен 2: 32 = 3•10 + 2. Поэтому 
после раздачи вслепую возникнет ситуация как 
на рисунке 1.

 
Рис.1 

Первые два игрока имеют вероятности выиг-

рыша 11
32

,  а третий  — только 10
32

,  Разница не-

большая, но есть. 
Возьмем другую крайность: пусть все карты 

в колоде  — тузы. Тогда первый игрок сразу же 
получает туза. Он выигрывает с вероятностью 1, 
а остальные — с вероятностью 0. 

Таким образом, возникает гипотеза, что жре-
бий перекошен в пользу первого игрока, и этот 
перекос растет: чем больше тузов в колоде, тем 
выше вероятность выигрыша первого. Бо-
лее того, можно даже предположить, что по-
следовательность вероятностей выигрыша 
у игроков не возрастает. Если обозначить pm ве-

роятность события «жребий выиграет игрок 
с номером m», то эта гипотеза приобретает вид 
p1 ≥ p2 ≥ … ≥ pk. Пока это всего лишь гипотеза. 
И к тому же, даже если она верна, пока неясно, 
насколько сильно различаются вероятности.

Задача 1. Какова вероятность того, что пер-
вый туз окажется j-й по счету картой?

Пусть X  — случайная величина «номер пер-
вого туза в последовательности карт». Вероят-
ность P(X = j) обозначим для краткости sj. Тогда: 
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и т.д.
Получим:
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для всех j от 2 до n – a + 1. Более того, если учесть, 

что при j = n – a + 2 множитель n a j
n j
− − −

− −
( )

( )
2

1
 обра-

щается в 0, то можно считать, что формула (1) 
верна для всех j от 2 до n; члены, начиная с но-
мера j = n – a + 2, будут нулевыми. 

Поясним сказанное на примере колоды из 32 
карт. Вероятности sj получить первого из четы-
рех тузов j-й картой равны:

s1

4
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1
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= = ,  s s2 1

28
32

4
32

28
31
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s s29 28
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= ,  s s30 29

0
3

0= = ,

вероятности s31 и s32 также равны нулю, посколь-
ку s30 = 0.

Каждое следующее число получается из пре-
дыдущего умножением на некоторый множи-
тель. Если бы множитель был постоянным, ве-
роятности sj образовали бы геометрическую 
прогрессию. Но, увы, множитель не постоян-
ный. Он представляет собой дробь, у которой 
числитель и знаменатель каждый раз меняются. 
Это какая-то сверх-, или супер-, или даже гипер-
геометрическая прогрессия. Термин «гипергео-
метрический» предложил в 1655 году Джон Уол-

лис2, изучая ряд с общим членом 
1 3 5 2 1

2 4 6 2

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

... ( )

... ( )

n

n
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или ( )!!
( )!!

,
2 1

2
n

n
−  как записали бы мы теперь.

² John Wallis (1616–1703) — один из первопроходцев в области, ко-
торую мы сейчас называем математическим анализом. Известен еще и 
тем, что предложил символ бесконечности. 
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Для sj можно получить явное выражение.  
Из (1) находим:
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Громоздко. Догадаемся умножить и разде-
лить дробь на (a – 1)!:
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Равенство (2) можно получить быстро из дру-
гих соображений. Чтобы первый туз был j-й кар-
той, нужны два события. 

1.  Чтобы j-я карта оказалась тузом. Вероят-

ность этого a
n

.

2. При этом условии нужно, чтобы первые (j – 1) 
карт тузами не были. Условная вероятность

этого 
C

C
n a
j

n
j

−
−

−
−

1

1
1 ,  поскольку осталось (n – 1) карт, 

и потому число равновозможных выборок объе-

ма (j – 1) равно Cn
j

−
−

1
1,  из которых Cn a

j
−
− 1  не содер-

жат тузов. 
Перемножив эти вероятности и выполнив 

естественные преобразования, получаем (2).
Пора перейти к вычислениям. Для подсче-

тов рекуррентная формула (1) удобнее, чем фор-
мула (2). Вычисление в MS Excel показано на ри-
сунке 2.

Задача 2. С какой вероятностью жребий выпа-
дает на каждого из игроков?

Первому игроку достанется честь быть диле-
ром, только если первый туз окажется в колоде 

по счету 1-й картой, (k + 1)-й картой, (2k + 1)-й 
картой и т.д. Поэтому ответ на вопрос задачи 
дает сумма
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упростить которую алгебраически, видимо, не 
представляется возможным. Ясно, как эта фор-
мула обобщается на произвольного участника 
с номером m = 1, 2, …, k:

          p s
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Посмотрим, как устроено это суммирова-
ние в треугольнике Паскаля. Обведем число Cn

a  
прямоугольником и выделим в (a – 1)-м столб- 
це (n – 1) чисел сверху. Теперь возьмем в выде-
ленной полосе m-е число снизу и каждое k-е чис-
ло за ним по направлению вверх. Все эти числа 
обведем овалами. Числа в овалах сложим и сум-
му разделим на число в прямоугольнике. На ри-
сунке 3 (на следующей странице внизу) показан 
пример для n = 15, a = 4, k = 3,  m = 2. Вероят-
ность того, что первый из четырех тузов достанет-
ся второму игроку из трех, равна

p
C

C C C2
15
4 13

3
9
3

5
31 286 120 35 4

1365
89

273
0 326= + +( ) =

+ + +
= ≈ , .

Ради снижения вычислительной сложности 
пойдем другим путем. Добавим к обозначению 
pm еще один индекс в скобках, маркирующий 
число карт в колоде n. Получится pm, (n).

Первый игрок может стать дилером сразу. Ве-

роятность этого равна s
a
n1 = .  Если этого не слу-

чилось, то в колоде осталось (n – 1) карт, а оче-
редь до первого игрока дойдет только через круг 
(если жребий не закончится прежде), то есть пер-
вый игрок стал k-м. 

Рис. 2. Из обычной колоды в 32 карты первый туз появится шестой по счету картой с вероятностью 0,072
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Получаем рекурсию:

  p
a
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a
n

pn k n1 11, ( ) , ( ).= + −



 −  (4)

Немного модифицированное рассуждение го-
дится для других игроков. Чтобы туза получил 
m-й игрок, нужно, чтобы первый игрок не полу-

чил туза (вероятность этого 1−





a
n

). При этом ус-

ловии m-й игрок становится (m – 1)-м, и потому

  p
a
n

pm n m n, ( ) , ( ).= −



 − −1 1 1  (5)

Для начала рекурсии по формулам (4) и (5) 
следует положить p1, (a) = 1 и pk, (a) = 0 при k > 1 
(если в колоде все карты тузы, то туза получит 
обязательно первый). На рисунке 4 показан рас-
чет в MS Excel. 

Рис. 4. Выделены вероятности того, что жребий будет выигран 
каждым из четырех игроков при раздаче обычной колоды в 32 карты

Чтобы обеспечить смещение в формуле (4) 
(переход от p1,  (n) к pk,  (n  –  1)), применяется функ-
ция СМЕЩ, а функция ЕСЛИ использована 
для того, чтобы отсечь вычисления для несуще-
ствующих игроков с номерами больше k.

Изучая таблицу на рисунке 4, мы видим, что 
предчувствия нас не обманули: последователь-
ность вероятностей выигрыша игроков не воз-
растает, а при нескольких тузах в колоде (a ≥ 2) 
монотонно убывает. Осталось доказать этот не 
самый удивительный факт.

Задача 3. Доказать, что pm + 1 < pm при a ≥ 2 и  
1 ≤ m ≤ n – 1.

Доказательство базируется на соотношениях 
(3) и (1) и не содержит ни идейных, ни техниче-
ских сложностей. Оставим его читателю в каче-
стве упражнения (см. задачу 4 в конце статьи).

Как видим, жребий «на туза» честностью не 
отличается. Можно пойти путем Председате-
ля из романа Стивенсона и сдавать карты не до 
первого туза, а, например, до туза пик. И даже 
в этом случае, как мы знаем, равновероятность 
будет не всегда, а только если число карт крат-
но числу игроков. Самый простой способ обеспе-
чить честный жребий — раздать всем всего лишь 
по одной карте из перетасованной колоды. Тот, 
чья карта старше прочих3, будет дилером. Впро-
чем, почему обязательно дилером? Может быть, 
жребий бросался совсем с другой целью. Напри-
мер, кому сегодня мыть посуду…

Обобщение на выбор нескольких игроков
Вдруг по какой-то причине нужно выбрать 

двух или трех игроков? Тогда после того, как 
первый туз кому-то выпал, раздача карт продол-
жается. Ясно, как найти вероятность s(2), j собы-
тия «второй туз окажется по счету j-й картой». 
Рассуждение здесь такое же, как при выводе 
формулы:
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Ясно, как найти вероятность si, j события «пер-
вые два туза окажутся i-й и j-й картами»:

             s
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−
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 (6)

³ Чтобы сравнить карты одного достоинства, используют старшинство 
мастей. Обычно оно выглядит так: пики, трефы, бубны, червы. Например, 
девятка бубен старше девятки треф, но младше девятки черв.

Рис. 3
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Обе эти задачи легко обобщаются. Вероят-
ность s(b), j события «b-й по счету туз окажется j-й 
картой в колоде» (b ≤ a) равна

          s
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C C

Cb j
a
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n a
j b
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n j
a b
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 (7)

а вероятность si i i jb1 2 1, ,..., ,−
 события «первые b ту- 

зов окажутся на позициях i1, i2, …, ib  –  1, j», где  
i1 < i2 < … < j, равна

              s
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Выражение (8) не зависит от чисел i1, i2, …, ib – 1, 
то есть от позиций первых (b – 1) тузов. Об-
щее между рассмотренными событиями в том, 
что b-й туз является j-й картой, а разница состо-
ит в том, что во втором случае позиции предыду-
щих (b – 1) тузов фиксированны, а в первом — 
нет. Расчет по формулам (7) и (8) приготовлен 
на странице «Обобщение» в приложенной элек-
тронной таблице (рис. 5). 

Для выражений вида 
C C

C
x
y

X x
Y y

X
Y

−
−

 применяется

функция ГИПЕРГЕОМ.РАСП (y; Y; x; X; 0), ко-
торая вычисляет вероятности в гипергеометри- 
ческом распределении. Мы теперь даже знаем, от-
куда происходит название «гипергеометрическое».

Займемся другим вопросом.

Задача 4. Какова вероятность pm, l того, что два 
первых туза попадутся игрокам с номерами m 
и l? Здесь 1 ≤ m ≤ l ≤ k. 

Рассмотрим случай m < l, то есть случай, ког-
да первого туза получает игрок с меньшим но-
мером. Игроку l второй туз может достаться 
на первом круге раздачи, тогда игроку m пер-
вый туз достается тоже на первом круге. Вероят-
ность этого равна вероятности того, что первые 
два туза занимают позиции m и l в колоде. По 
формуле (6) или (8) при b = 2 получаем: 

s
C

Cm l
n l
a

n
a, .= −
− 2

Если игроку l второй туз достается на втором 
круге, то игрок m имеет уже две возможности: 
получить туза на первом круге или на втором. 
Это происходит, если первый и второй тузы за-
нимают в колоде места m и (l + k) или (m + k) и 
(l + k). Вероятность этого

s s
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Cm l k m k l k
n l k
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n
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+ = 2
2

И так далее до тех пор, пока нижний индекс 
у числа сочетаний в числителе не станет меньше, 
чем верхний. Для простоты соберем все наблю-
дения в таблицу (вверху страницы).

Поскольку все эти события несовместны, сло-
жим вероятности:
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(9)

Остался случай, когда m ≥ l. Отличие от (9) 
только в том, что все коэффициенты меньше на 

Рис. 5. Вероятности событий «второй туз является 8-й картой» и «первые два туза являются 5-й (например) и 8-й картами».  
В колоде 32 карты, из них 4 туза
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Вероятность (из (6))
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единицу, поскольку в этом случае оба туза не мо-
гут быть вручены на одном и том же круге:
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Пример. Пусть имеется обычная колода 
и четыре игрока. Найдем вероятность того, что 
при раздаче первый туз окажется у 2-го игрока, 
а второй — у 4-го. 

Решение. В электронной таблице организова-
но вычисление по формулам (9) и (9*) (рис. 6).

Результат в ячейке С11 получается с помощью 
функции СУММПРОИЗВ. 

Задачи для самостоятельного решения
1. Какова вероятность того, что в перетасован-

ной колоде из 36 карт первый валет окажется 
шестой картой? 

2.  Какова вероятность того, что при сдаче 
по кругу пяти игрокам колоды из 36 карт пер-
вый туз достанется третьему игроку? 

3.  Колоду сдают «на туза» четырем игрокам. 
В колоде 32 карты. Во сколько раз вероятность 
выигрыша первого игрока больше, чем вероят-
ность выигрыша последнего? 

4.  Докажите, что pm  +  1 < pm при a ≥ 2 и  
1 ≤ m ≤ n – 1. 

5. Выведите равенства (7) и (8).
6. Докажите, что

 p
C

C
pm n

n a
m

n
m n m, ( ) , ( ).= −

−

− − +

1

1 1 1

7. Найдите вероятность того, что при расклад-
ке пасьянсной тасованной колоды (52 карты) 
в четыре стопки (карты кладутся в стопки по оче-
реди: 1-я, 2-я, 3-я, 4-я, 1-я, …) два первых туза 
окажутся в третьей стопке. 

Рис. 6
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