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Îò àâòîðîâ

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêà ñòàëè÷àñòüþ îá-
ðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà ñðåäíåé øêîëû. Çàäà÷è ïî âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêå
âîøëè â åäèíûé ãîñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå. Ýòè ð àçäåëû ìàòåìàòèêè
îáåñïå÷èâàþò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñ æèçíüþ
è âîïðîñàìè, êîòîðûå îíà ñòàâèò.

Êîíöåïöèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðèíÿòà ÿ Ïðàâèòåëüñòâîì
Ðîññèè â äåêàáðå 2013 ãîäà, ïðåäïîëàãàåò ìîäåðíèçàöèþ ñîäåðæàíèÿ øêîëüíûõ
ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ñ îïîðîé íà äåéñòâèòåëüíûå îáðàçîâàòåëüí ûå çàïðîñû ó÷àùèõ-
ñÿ, èñõîäÿ èç ïîòðåáíîñòåé îáùåñòâà â ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè. Âàæíåéøóþ
ðîëü â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è èãðàþò ñòàòèñòèêà è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàê
ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèìûå â ïîâñåäí åâíîé ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå óäîâëåòâîðÿåò îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòàì ïî ìàòåìàòèêå,
âêëþ÷àÿ ÔÃÎÑ íîâîãî ïîêîëåíèÿ.

Ðàçóìíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñëó÷àéíîñòè è çàêîíîìåðíîñòè ïîì îãàþò ïîíÿòü
îêðóæàþùèå íàñ ìàññîâûå ÿâëåíèÿ è îðèåíòèðîâàòüñÿ â íèõ. Ìí îãèå îáëàñòè
æèçíè ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà �� ñâÿçü, ïåðåâîçêè, îáåñïå÷å íèå òîâàðàìè, îáðàçî-
âàíèå, ìåäèöèíà �� òðåáóþò âåðîÿòíîñòíîé êóëüòóðû îò âñåõ, õîòÿ áîëüøèíñòâî èç
íàñ, êàçàëîñü áû, ïðîñòî ïîëüçóåòñÿ ïðåäîñòàâëÿåìûìè óñëóãàìè. Âåðîÿòíîñòíàÿ
êóëüòóðà íóæíà è äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèíèìàòü îñîçíàííûå ðåøåí èÿ, ñâÿçàííûå ñî
ñòðàõîâàíèåì, ìåäèöèíñêèì îáñëóæèâàíèåì, áàíêîâñêèìè âê ëàäàìè, êðåäèòàìè
è ïðî÷èì.

Âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, èëè ïðåäñòàâëåíèÿ î øàíñàõ ñîáûòèé, áûëè
ó ëþäåé âñåãäà. Íî êàê íàó÷íîå çíàíèå òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íà÷àëà ñêëàäûâàòü-
ñÿ ëèøü â XVII âåêå, òàê ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé �� ìîëîäàÿ ìà òåìàòè÷åñêàÿ
íàóêà. Ðàçâèâàÿñü, îíà ïåðåñòàëà áûòü ïðîñòûì èñ÷èñëåíèåìøàíñîâ â èãðå
è ñòàëà âàæíûì èíñòðóìåíòîì ñîâðåìåííîé íàóêè. Ïîäîáíî òîì ó, êàê ãåîìåòðèÿ
ïðåäîñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó âñÿêîìó ðèñóíêó, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòàëà
òåîðåòè÷åñêîé áàçîé ëþáîãî îáúåêòèâíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ.

Â ýòîé êíèãå ìû ïðåäëàãàåì ñâîé âçãëÿä íà òî, êàêèìè äîëæíû áû òü øêîëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü è ñòàòèñòèêà. Îñíîâíàÿ öåëü �� äàòü ÷èòàòåëþ ñðåäñòâà äëÿ ðàçóì-
íîãî è ñîçíàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ê ñëó÷àéíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñ êîé ôîðìàëèçàöèè
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èçëîæåíèÿ ìû óäåëÿëè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíèìàíèÿ. Íàïðèìå ð, ñðåäè ìíîãèõ
ôàêòîâ, êîòîðûå îáíàðóæèâàþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷, äàëåêî íå âñå
ïðèâîäÿòñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè. Äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî ïîë íûå äîêàçàòåëüñòâà
ìíîãèõ âåðîÿòíîñòíûõ òåîðåì òðåáóþò çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ï ðåäåëû øêîëû.
Âàæíåå äðóãîå �� ÿñíóþ âåðîÿòíîñòíóþ èäåþ ìû íå õîòåëè çàñëî íÿòü òåõíè÷åñêè-
ìè âûêëàäêàìè.

Ñîäåðæàíèå

Êíèãà íàïèñàíà â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâóþùèì ñòàíäàð òîì ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Êíèãà ñàìîäîñòàòî÷íà, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì
è ïðîäîëæåíèåì ó÷åáíèêà òåõ æå àâòîðîâ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñò åé äëÿ îñíîâíîé
øêîëû. Ïåðâûå äâå ãëàâû ïîñâÿùåíû ïîâòîðåíèþ ôàêòîâ è çàäà÷ , ïîäðîáíî
ðàññìîòðåííûõ â ó÷åáíèêå äëÿ îñíîâíîé øêîëû. Ñîáûòèÿ, âåðî ÿòíîñòè ñîáûòèé
â ñëó÷àéíûõ îïûòàõ ñ ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè, îïåðàöèè ñ ñ îáûòèÿìè �� âñå
ýòî â íàñòîÿùåé êíèãå èçëîæåíî áîëåå ñæàòî, íî íå ìåíåå ïîëíî , ÷åì â ïðåäûäóùåì
ó÷åáíèêå. Ãëàâû VIII ¾Êîìáèíàòîðèêà¿ è IX ¾Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè è áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå¿ òàêæå ïîâòîðÿþò ìàòåðèàë ïðåäûäóùåé êíèãè.

Ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ìàòåðèàë èçëîæåí â ãëàâå III ¾Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü¿,
à òàêæå â ãëàâàõ IV��VI, ïîñâÿùåííûõ äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì â åëè÷èíàì è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì. Ýòè ãëàâû è ãëàâà X ¾Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë¿ ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè.
×àñòè÷íî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë îáñóæäàëñÿ â ó÷åáíèêå äëÿ îñíîâíîé øêîëû,
íî çäåñü ìàòåðèàë èçëîæåí ïîäðîáíî è ñèñòåìàòè÷åñêè. Òåìû, ñâÿçàííûå ñî
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë, íà íàø âçãëÿ ä, íàèáîëåå âàæíû.

Ãëàâà X, ïîæàëóé, ñàìàÿ ¾ìàòåìàòèçèðîâàííàÿ¿. Îäíàêî âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû
ñîäåðæèò îáùèå îïèñàíèÿ èçìåðåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è âûáîðî÷í îãî ìåòîäà, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ îáùåçíà÷èìûìè è ýëåìåíòàìè ìíîãèõ ñòàòèñòè÷åñêè õ èññëåäîâàíèé.

Â ãëàâàõ XI��XIII ðàññêàçûâàåòñÿ î íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, â òîì ÷èñ-
ëå �� î ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ñïåöèàëüíî ðàññêàçàíî î äâóõ âàæíûõ íåïðåðûâíûõ
ðàñïðåäåëåíèÿõ: íîðìàëüíîì (îñîáî âàæíî) è ïîêàçàòåëüíîì . Ìíîãî âíèìàíèÿ
óäåëÿåòñÿ îáúÿñíåíèþ ðîëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ýòèì çàêî-
íàì â îêðóæàþùåì ìèðå. Ãëàâà XIV äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ è î êîððåëÿöèè âûáîðî÷íûõ äàííûõ.

Çàäà÷è

Êàæäàÿ ãëàâà ñíàáæåíà ïîäáîðêîé çàäà÷. Íàèáîëåå âàæíûå è çíà÷èìûå ðàçäåëû
ñîäåðæàò ìíîãî çàäà÷. Â ãëàâàõ, ïîñâÿùåííûõ ÷àñòíûì òåìàì, çàäà÷ ìåíüøå. Ìû
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ñòàðàëèñü âêëþ÷àòü â êíèãó ëèøü íàèáîëåå âàæíûå òèïû çàäà÷.Âìåñòå ñ îñíîâíûì
òåêñòîì îíè ïîìîãàþò ó÷àùåìóñÿ ñôîðìèðîâàòü âåðíûå ïðåäñò àâëåíèÿ î ïðåäìåòå.

Çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò íåñêîëüêî áîëåå âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
è âåðîÿòíîñòíîé êóëüòóðû, ÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ áàçîâûì óðîâ íåì, âûäåëåíû çâåç-
äî÷êàìè.

Ãëàâû X è XIV âîîáùå íå ñîäåðæàò çàäà÷. Òðåáóåòñÿ íàêîïëåíèåìåòîäè÷å-
ñêîãî îïûòà, êîòîðûé ïîêàæåò, êàêèå èìåííî çàäà÷è ñëåäóåò âêëþ÷àòü â ãëàâû
î íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ, ëèíåéíîé ðåãðåññèè è êî ððåëÿöèè.

Â êîíöå êíèãè ïîìåùåíû çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, êîòîðûå ó÷èòå ëü ìîæåò
èñïîëüçîâàòü äëÿ êîìïîíîâêè ïðîâåðî÷íûõ è ñàìîñòîÿòåëüíû õ ðàáîò ïî òåìàì.
Êðîìå ïîäáîðêè çàäà÷ ïî òåìàì, ïðåäëîæåíû äâå ïðèìåðíûå êîí òðîëüíûå ðàáîòû
ïî ïðîéäåííûì òåìàì è èòîãîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà.

Îáðàòíàÿ ñâÿçü

Êîíêðåòèçàöèÿ ñîäåðæàíèÿ øêîëüíîé âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêè íà âñåõ óðîâ-
íÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè òðåáóåò âðåìåíè, èçó÷åíèÿ è íàêîïëåíèÿ ìåòîäè÷å-
ñêîãî îïûòà. Ïîýòîìó ìàòåðèàë äàííîãî ïîñîáèÿ ñ èçáûòêîì ïî êðûâàåò òðåáîâàíèÿ
îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ó÷åáíîì ïëàíèðîâàíèè
íà ðàçíûõ óðîâíÿõ òðåáîâàíèé.

Ìû áóäåì ïðèçíàòåëüíû çà îòêëèêè, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ï î ñîâåð-
øåíñòâîâàíèþ êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêè â øêîëå è íàøèõ êíèã.
Íàø àäðåñ: 119002, Ìîñêâà, Áîëüøîé Âëàñüåâñêèé ïåð.,11, ÌÖÍÌÎ. Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé. Ñàéò:http://ptlab.mccme.ru .

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

�� ìàòåðèàë, êîòîðûé âàæíî ïîìíèòü

�� ïðèìåðû

�� óïðàæíåíèÿ

354* �� çàäà÷à ïîâûøåííîé òðóäíîñòè
Âûáîðêà �� íîâûé òåðìèí, íàçâàíèå èëè âàæíîå óòâåðæäåíèå
J �� êîíåö äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ
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Ãëàâà I

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòü
(ïîâòîðåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé)

Ÿ 1. Ñëó÷àéíûå ýêñïåðèìåíòû è ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

1.1. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé �� ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò è èçó÷àåò
ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ. Ñëó÷àéíûìè ÿâëåíèÿìè íàçûâàþò òå, îêîí ÷àíèå èëè ðåçóëüòàò
êîòîðûõ íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü çàðàíåå. Íî ÷àñòî ìîæíî óêà çàòü èõ âîçìîæíûå
îêîí÷àíèÿ. Ìîæíî äàæå ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè , ñ êîòîðîé ìîæåò íàñòóïèòü òîò
èëè èíîé ðåçóëüòàò.

Çíàíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ äà¼ò íàì âîçìîæíîñò ü ïðèíèìàòü
îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå. Åñëè âåðîÿòíîñò ü çåìëåòðÿñåíèÿ
â íåêîòîðîé ìåñòíîñòè âåëèêà, òî ñòðîèòü çäàíèÿ ñëåäóåò ïî ñïåöèàëüíûì ïðîåê-
òàì. Ñåéñìîñòîéêîå ñòðîèòåëüñòâî íàìíîãî äîðîæå, ÷åì îáûê íîâåííîå, íî â ñëó÷àå
êàòàñòðîôû äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû îïðàâäûâàþò ñåáÿ. Îäíà êî åñëè îïàñíîñòü
çåìëåòðÿñåíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî ñåéñìîñòîéêîå ñòðîèò åëüñòâî íå èìååò
ïðåèìóùåñòâ ïåðåä îáû÷íûì, è òîãäà äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû íàïðàñíû.

Ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïðèäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó. Ò îãäà ñëó÷àéíûå
ÿâëåíèÿ ñòàíóò îáúåêòàìè òî÷íîé íàóêè. Íà÷èíàåòñÿ ýòîò ïóòü ñ ïîíÿòèÿ ñëó÷àé-
íîãî ýêñïåðèìåíòà , èëè ñëó÷àéíîãî îïûòà .

Ñàìî ñëîâî ¾ýêñïåðèìåíò¿ îáû÷íî îçíà÷àåò ñîçíàòåëüíûå äåé ñòâèÿ êàêîãî-
òî ëèöà. Ìû æå áóäåì óïîòðåáëÿòü ýòî ñëîâî â øèðîêîì ñìûñëå è ã îâîðèòü
î ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, äàæå êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ñëó÷àéíûõïðîöåññàõ â ïðèðîäå
èëè îáùåñòâå.

Ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèìûõ ÷åëîâåêîì:
�� âûáîð îáúåêòà äëÿ îáñëåäîâàíèÿ â ñîöèîëîãè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ è äðóãèõ

èññëåäîâàíèÿõ èëè ïðè êîíòðîëå êà÷åñòâà ïðîäóêöèè;
�� èçìåðåíèå êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû, ñêàæåì ñðîêà æèçíè èçäåëèÿ èëè ðàññòîÿ-

íèÿ, êîòîðîå ñìîæåò ïðîåõàòü àâòîìîáèëü íà äåñÿòè ëèòðàõ áåíçèíà;
�� áðîñàíèå æðåáèÿ, íàïðèìåð èãðàëüíîé êîñòè èëè ìîíåòû;
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Ïðèìåðû ïðèðîäíûõ è ñîöèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, â êîòîðû õ âåëèêà äîëÿ
ñëó÷àÿ (ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â íàøåì ñìûñëå):

�� ôîðìèðîâàíèå ïîãîäû â îïðåäåë¼ííîå âðåìÿ â îïðåäåë¼ííîì ìåñòå;
�� çåìëåòðÿñåíèÿ, èçâåðæåíèÿ âóëêàíîâ, ëåñíûå ïîæàðû èëè íàâîäíåíèÿ;
�� ñîöèàëüíûå èëè ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû: ðîæäàåìîñòü è ñì åðòíîñòü, çàíÿ-

òîñòü íàñåëåíèÿ, ïîêàçàòåëè èíôëÿöèè, öåí è ò. ä.
Â ýòîé ó÷åáíîé êíèãå ìû, îäíàêî, áóäåì ãîâîðèòü î ãîðàçäî áîë åå ïðîñòûõ

ñëó÷àéíûõ îïûòàõ.

1.2. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà âêëþ÷àå ò îïèñàíèå
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è èõ âåðîÿòíîñòåé.

Îáñóæäàÿ ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ïðåæäå âñåãî íàäî óêàçàòüìíîæåñòâî âñåõ
åãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé , èëè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ýòî ñîâîêóïíîñòü íåäå-
ëèìûõ íà ñîñòàâíûå ÷àñòè, ïðîñòåéøèõ ñîáûòèé, êîòîðûìè ìîæ åò çàêàí÷èâàòüñÿ
ýòîò ýêñïåðèìåíò.

Â ïðîñòûõ îïûòàõ âûäåëèòü ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ íåñëîæíî.

Ïðèìåð 1. Â îïûòå ñ áðîñàíèåì ìîíåòû ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòè-
ÿìè ñ÷èòàþò âûïàäåíèå îðëà è âûïàäåíèå ðåøêè.

Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ñ áðîñàíèåì èãðàëüíîé
êîñòè ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà íà ãðàíÿõ êóáèêà.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ìîíåòà ïîäáðà -
ñûâàåòñÿ äâàæäû. Îäíèì ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì â ýòîì ýêñïåð èìåíòå áóäåò
âûñòóïàòü, íàïðèìåð, ïàðà (îð¼ë, îð¼ë), ãäå ïåðâûé îð¼ë åñòü ðåçóëüòàò ïåðâîãî
áðîñêà, à âòîðîé îð¼ë �� âòîðîãî áðîñêà.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîè ò èç ÷åòûð¼õ ïàð:

ÎÎ �� (îð¼ë, îð¼ë) ÎÐ �� (îð¼ë, ðåøêà) ÐÎ �� (ðåøêà, îð¼ë) ÐÐ �� (ðåøêà, ðåøêà)

Ïðèìåð 4. Ïÿòü ìàëü÷èêîâ: Àëåêñåé, Èâàí, Âëàäèìèð, Ï¼òð è Þðèé �� òÿíó ò
æðåáèé, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êîìó äîñòàíóòñÿ äâà áèëåòà íà êîíöåðò. Áóäåì ñ÷èòàòü
ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì òàêîãî ýêñïåðèìåíòà òåõ äâóõ ìàëü÷è êîâ, êîòîðûì äîñòà-
íóòñÿ áèëåòû. Ïðè ýòîì íå âàæíî, êòî ïåðâûì âûòàùèë áèëåò.
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Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ â òàêîì ýêñïåðèìåíòå ìîãóò áûòü çàïèñ àíû, íàïðèìåð,
òàê:

(Ï¼òð, Èâàí), (Âëàäèìèð, Àëåêñåé), (Ï¼òð, Þðèé) è ò. ä.

Ïðè ýòîì ïîðÿäîê íå âàæåí. Ïîýòîìó çàïèñè (Ï¼òð, Èâàí) è (Èâà í, Ï¼òð)
îçíà÷àþò îäíî è òî æå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå.

×èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì îïûòå ìîæíî íàéòè. Ñíà÷àë à âûïèøåì
âñå ïàðû, âêëþ÷àþùèå Àëåêñåÿ. Òàê êàê ïîðÿäîê èì¼í íå âàæåí,ïåðâûì çàïèøåì
Àëåêñåÿ. Òàêèõ ïàð âñåãî ÷åòûðå:

(Àëåêñåé, Èâàí), (Àëåêñåé, Âëàäèìèð), (Àëåêñåé, Ï¼òð), (Àëåêñåé, Þðèé):

Òåïåðü âûïèøåì ïàðû, â êîòîðûõ åñòü Èâàí, íî íåò Àëåêñåÿ (ïàð û ñ Àëåêñååì
óæå âûïèñàíû). Ïîëó÷àåì åù¼ òðè ïàðû:

(Èâàí, Âëàäèìèð) , (Èâàí, Ï¼òð), (Èâàí, Þðèé) :

Äàëüøå âûïèøåì ïàðû ñ Âëàäèìèðîì, íî áåç Èâàíà è Àëåêñåÿ. Èõ ä âå:

(Âëàäèìèð, Ï¼òð), (Âëàäèìèð, Þðèé) :

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà (Ï¼òð, Þðèé).
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ïàð ðàâíî

4+ 3+ 2+ 1 = 10:

Ýòî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü äâà îá úåêòà èç èìåþ-
ùèõñÿ ïÿòè. (Â äàëüíåéøåì ìû îáñóäèì è îáùóþ òàêóþ çàäà÷ó.)

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ñòðåëüáå ïî
ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Îáîçíà÷èì ïîïàäàíèå â ìèøåíü Ï , à ïðîìàõ Í.
Òîãäà ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî çàïèñà òü â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé áóêâ Í è Ï:

Ï , ÍÏ , ÍÍÏ , ÍÍÍÏ è ò. ä.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå áåñêîí å÷íî. Íî âñ¼
æå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü. Òàêèå áåñêîí å÷íûå ìíîæåñòâà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçûâàþò ñ÷¼òíûìè .

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì íîâóþ ýëåêòðè ÷å-
ñêóþ ëàìïî÷êó âêëþ÷àþò è íå âûêëþ÷àþò, ïîêà îíà íå ïåðåãîðèò . Çàðàíåå ïðåä-
ñêàçàòü âðåìÿ ðàáîòû ëàìïî÷êè íåâîçìîæíî, õîòÿ ðàíî èëè ïîç äíî îíà ïåðåãîðèò.
Òåîðåòè÷åñêè äëèòåëüíîñòü ðàáîòû ëàìïî÷êè ìîæåò áûòü ëþáîé. Çíà÷èò, â ýòîì

8



Ÿ 1. Ñëó÷àéíûå ýêñïåðèìåíòû è ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

îïûòå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé �� ÷èñëîâîé ëó÷. Â îòë è÷èå îò ïðåäûäó-
ùåãî ïðèìåðà, çäåñü íåâîçìîæíî ïðîíóìåðîâàòü âñå ýëåìåíòà ðíûå èñõîäû �� îíè
çàïîëíÿþò ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê.

Óïðàæíåíèÿ

1. Îïèøèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ â ýêñïåðèìåíòå, êîãäà èãðàëü -
íóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
â ýòîì ýêñïåðèìåíòå?

2. Îïèøèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ â ýêñïåðèìåíòå, êîãäà ìîíåòó áðîñàþò
òðèæäû. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå?

3. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì îïðîñå ñëó÷àéíî îòîáðàííîìó ðåñïîíäåíò ó çàäàþò äâà
âîïðîñà. Ïðè ýòîì íà ïåðâûé âîïðîñ åñòü äâà âàðèàíòà îòâåòà, à íà âòîðîé �� ïÿòü
âàðèàíòîâ. Îïèøèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ýòîãî ýêñïåðèìåí òà. Ñêîëüêî âñåãî
ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàïîëíåíèÿ òàêîé àíêåòû?

4. Â êëàññå25 ó÷àùèõñÿ, 10 èç íèõ þíîøè. Äëÿ îáðàçîâàíèÿ êîìàíäû,
ñîñòîÿùåé èç îäíîãî þíîøè è îäíîé äåâóøêè, ó÷àùèåñÿ òÿíóò æð åáèè (îòäåëüíî
ñðåäè þíîøåé è ñðåäè äåâóøåê). ×òî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì â ýòîì
ýêñïåðèìåíòå? Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì ýê ñïåðèìåíòå?

5. Ïÿòü èãðîêîâ áàñêåòáîëüíîé êîìàíäû ïî æðåáèþ ðàñïðåäåëÿþò ìåæäó
ñîáîé íàãðóäíûå íîìåðà îò 1 äî 5. Îïèøèòå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ýòîãî ýêñïå-
ðèìåíòà.

6. Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò â äåíü 100 äåòàëåé. Äëÿ âûÿñíåíèÿ êà÷åñòâà
ïðîäóêöèè ñëó÷àéíî âûáèðàþò äâå èç íèõ äëÿ ïîäðîáíîãî îáñëå äîâàíèÿ. Îïèøèòå
îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå â òàêîì ýêñïåðèìåíòå. Âàæåí ëè ïî ðÿäîê, â êîòîðîì
áûëè âûáðàíû äåòàëè? Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âîçìîæíî â òàêîì
ýêñïåðèìåíòå?

7. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé íàñ èíòåðåñóåò, ïîïàä¼ò ëè ìàøèíà
â àâàðèþ â òå÷åíèå ãîäà. Ìîæíî ëè îïèñûâàòü ýòó ñèòóàöèþ ñ ïîì îùüþ ñëó-
÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà? Êàêèå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû âîçìîæíû â ýòîì ñëó÷àéíîì
ýêñïåðèìåíòå?

8. Âîçüì¼ì ïåðâóþ ïîïàâøóþñÿ â ðóêè êíèãó è âçâåñèì å¼. Îïèøèòå
âîçìîæíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýòîãî ýêñïåð èìåíòà. Ìîæåì ëè
ìû ïåðåñ÷èòàòü (ïðîíóìåðîâàòü) âñå âîçìîæíûå èñõîäû ýòîãî ýêñïåðèìåíòà?

9. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýòîì
ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå?
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10. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýòîì
ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå?

1.3. Äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ìíîæåñòâà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìû âñòðåòèëèñü ñ äâóìÿ
òèïàìè ìíîæåñòâ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ïåðâûé òèï (áðîñàíèå ìîíåòû èëè èãðàëüíîé êîñòè, ñòðåëüáà äî ïîïàäàíèÿ):
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé êîíå÷íî ëèáî ñ÷¼òíî. Ïðî òà êèå ýêñïåðèìåíòû
ãîâîðÿò, ÷òî èõ ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äèñêðåòíî.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì , åñëè îíî
êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî 1.

Âòîðîé òèï: ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé íà ÷èñ ëîâîé ïðÿìîé
èëè îòðåçêå (âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ëàìïî÷êè, òåìïåðàòóðà âîçäóõà, ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè, ìàññà òåëà). Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé íåïðåðûâíî .

Â áëèæàéøåå âðåìÿ ìû áóäåì îáñóæäàòü òîëüêî ýêñïåðèìåíòû ñ äèñêðåòíûìè
ìíîæåñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Óïðàæíåíèÿ

11. Â êîíöå äíÿ âûáîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñ÷¼ò ãîëîñîâ èçáè-
ðàòåëåé, ïðîãîëîñîâàâøèõ çà îïðåäåë¼ííîãî êàíäèäàòà. Ýòîò ïîäñ÷¼ò

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò. Êàêîå ìíîæ åñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé �� äèñêðåòíîå èëè íåïðåðûâíîå �� â ýòîì ýêñïåðèìåíò å?

12. Èçìåðåíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ñïèðòîâî ãî òåðìî-
ìåòðà �� ñëó÷àéíûé îïûò. Êàêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû òèé �� äèñêðåòíîå
èëè íåïðåðûâíîå �� âîçíèêàåò â ýòîì ýêñïåðèìåíòå?

13. Êàêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ �� äèñêðåòíîå èëè íåï ðåðûâíîå ��
â îïûòå ñ èçìåðåíèåì ñðîêà ñëóæáû ìîáèëüíîãî òåëåôîíà?

14. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñâÿçàííûé ñ ïîèñêîì íåê îòîðîãî
ðåäêîãî âðåäíîãî âåùåñòâà â ïðîáàõ âîçäóõà. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà â î÷åðåäíîé ïðîáå âîçäóõà íå áóäåò îáíàðóæåíî ýòî âåùåñ òâî. Çàïèøèòå
íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî ýêñïåðèìå íòà. Êàêîå ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé �� äèñêðåòíîå èëè íåïðåðûâíîå �� â ýòîì îïûòå?

1 Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî ñ÷¼òíî, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû ìîæíî ï ðîíóìåðîâàòü.

10
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15. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò ÷åòûðå ðàçà. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõèñõîäîâ
â ýòîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå?

16. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 20 ðàç. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýòîì
ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå?

17. Ïñèõîëîãè÷åñêèé òåñò ñîäåðæèò10 âîïðîñîâ ñ òðåìÿ âàðèàíòàìè îòâåòà
íà êàæäûé âîïðîñ. Îïèøèòå ýëåìåíòàðíûé èñõîä ýòîãî ýêñïåðè ìåíòà. Ñêîëüêèìè
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî îòâåòèòü íà ýòîò òåñò?

18. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îòîáðàòü 5 èçäåëèé èç100 äëÿ êîíòðîëÿ
êà÷åñòâà? Ñóùåñòâåí ëè â òàêîì îòáîðå ïîðÿäîê, â êîòîðîì îòî áðàíû èçäåëèÿ?

19. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îòîáðàòü äâóõ ìàëü÷èêîâ è òð¼õ äå âî÷åê èç
êëàññà, â êîòîðîì 10 ìàëü÷èêîâ è 15 äåâî÷åê?

20. Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå â óïðàæíåíèÿõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ óêàæèòå
íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ ñ äèñêðåòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ýëå ìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

21. Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå â óïðàæíåíèÿõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ óêàæèòå
ýêñïåðèìåíòû ñ íåïðåðûâíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

1.4. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìèñîáûòèÿìè. Îáú-
åäèíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ìåæäó ñîáîé, ìû ïîëó÷àåì áîëåå ñëîæíûå (íå
ýëåìåíòàðíûå, ñîñòàâíûå) ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì íàçûâàþò ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî å ñîáûòèå A,
åñëè ýêñïåðèìåíò çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáû òèé, ïðèíàäëåæàùèõ
(áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ) ñîáûòèþ A.

Ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè (áîëüøèìè) ëàòèíñêèì è áóêâàìè.

Ïðèìåð 7. Â îïûòå ñ áðîñàíèåì êîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîáûòèå

A =
�

âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ
	

:

Ýòî ñîáûòèå A ìîæíî çàïèñàòü ôîðìàëüíî, ïåðå÷èñëèâ âñå áëàãîïðèÿòñòâóþ ùèå
åìó ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ: A= f 2, 4, 6g.

Ïðèìåð 8. Â îïûòå ñ áðîñàíèåì êîñòè ðàññìîòðèì ñîáûòèå

B = f 1, 2, 3, 4g:

Ýòî ñîáûòèå ìîæíî îïèñàòü ñëîâàìè è äàæå íå îäíèì ñïîñîáîì. Ñ äåëàéòå ýòî
ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ïðèìåð 9. Îïûò ¾ñòðåëüáà ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ¿. Â ýòîì îïûòå
ìû îáîçíà÷èëè ïîïàäàíèå Ï, à ïðîìàõ Í. Òîãäà ýëåìåíòàðíûå ñî áûòèÿ �� ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè áóêâ Í è Ï: Ï, ÍÏ, ÍÍÏ è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

A =
�

ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå ïÿòè âûñòðåëîâ,
÷òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü

�
:

Ýòî ñîáûòèå ìîæíî çàïèñàòü ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ñîá ûòèé:

A =
�

Ï, ÍÏ, ÍÍÏ, ÍÍÍÏ, ÍÍÍÍÏ
	

:

Óïðàæíåíèÿ

22. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå äâàæäû áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü.
à) Çàïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå

A = f âûïàëà õîòÿ áû îäíà øåñò¼ðêàg:

Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîäåðæèò ñîáûòèåA?
á) Çàïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå

B =
�

â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàëî ñåìü î÷êîâ
	

:

Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîäåðæèò ñîáûòèåB?
â) Çàïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå

C =
�

ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî,
à ïðè âòîðîì �� íå÷¼òíîå

�
:

Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîäåðæèòñÿ â ñîáûòèèC?
ã) Ñôîðìóëèðóéòå êàêîå-íèáóäü ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, â êîòîðîì ðîâíî òðè

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà.
ä) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ

D =
�

â ñóììå âûïàëî ìåíåå 12 î÷êîâ
	

?

23. Ïÿòü ìàëü÷èêîâ: Èâàí, Ï¼òð, Àëåêñåé, Þðèé è Âëàäèìèð �� òÿíó ò æðåáèé,
÷òîáû îïðåäåëèòü, êîìó äîñòàíóòñÿ äâà áèëåòà â öèðê. Çàïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèåA=

�
áèëåò äîñòàëñÿ Èâàíó

	
. Ñêîëüêî ýëåìåíòàð-

íûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóþò ýòîìó ñîáûòèþ?
24. Â îïûòå ñ áðîñàíèåì êîñòè ðàññìîòðèì ñîáûòèå

B = f 1, 3, 5g:

Îïèøèòå ýòî ñîáûòèå ñëîâàìè.
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25. Ðàññìîòðèì îïûò ¾ñòðåëüáà ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ¿. Ñîáûòèå

A =
�

ìèøåíü ïîðàæåíà ïåðâûì
èëè âòîðûì âûñòðåëîì

�

ìîæíî çàïèñàòü ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:

A = f Ï, ÍÏ g:

Çäåñü áóêâà Í îáîçíà÷àåò ïðîìàõ, à áóêâà Ï �� ïîïàäàíèå.
Çàïèøèòå ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñëåäóþùèå ñî áûòèÿ:

à) B=
�

ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå òð¼õ âûñòðåëîâ,
÷òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü

�
;

á) C=
�

ïîòðåáóåòñÿ îò äâóõ äî ïÿòè âûñòðåëîâ,
÷òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü

�
;

â) D =
�

ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå òð¼õ âûñòðåëîâ,
÷òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü

�
.

26. Ðàññìîòðèì îïûò ¾ñòðåëüáà ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ¿. Ïóñòü
áóêâà Í îáîçíà÷àåò ïðîìàõ, à áóêâà Ï �� ïîïàäàíèå. Ñîáûòèå

A = f Ï, ÍÏ g

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëîâàìè:

A =
�

ìèøåíü ïîðàæåíà ïåðâûì
èëè âòîðûì âûñòðåëîì

�
:

Ñôîðìóëèðóéòå ñëîâàìè ñîáûòèå:
à) E = f ÍÏ, ÍÍÏ, ÍÍÍÏ g;
á) F = f Ï, ÍÍÏ g;
â) G= f ÍÍÍÏ, ÍÍÍÍÏ, ÍÍÍÍÍÏ, ... g.
27. Â ñëó÷àéíîì îïûòå ïÿòü ðàç áðîñàþò ìîíåòó. Áóêâîé Î îòìå÷åíî âûïàäå-

íèå îðëà, áóêâîé Ð �� ðåøêè.
Ñôîðìóëèðóéòå ñëîâàìè ñîáûòèå:
à) A= f ÎÐÎÐÎ g;
á) B= f ÐÐÎÎÎ g;
â) C= f ÐÎÎÎÎ, ÎÐÎÎÎ, ÎÎÐÎÎ, ÎÎÎÐÎ, ÎÎÎÎÐ g;
ã) D = f ÎÎÎÐÐ, ÎÎÎÐÎ, ÎÎÎÎÐ, ÎÎÎÎÎ g.
28. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ñëó÷àéíîì âûáîðå äâóõ öâåòíûõ êàðòî÷åê èç

÷åòûð¼õ èìåþùèõñÿ: êðàñíîé (Ê), ñèíåé (Ñ), çåë¼íîé (Ç) è æ¼ëòîé (Æ). Ïðè ýòîì
ïîðÿäîê âûáîðà íå âàæåí.
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à) Ñôîðìóëèðóéòå ñëîâàìè ñîáûòèå

A = f ÆÑ, ÑÇg:

á) Çàïèøèòå ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîáûòèå

B = f çåë¼íàÿ êàðòî÷êà íå âûáðàíàg:

â) ßâëÿåòñÿ ëè ñîáûòèåì ýòîãî îïûòà ñîáûòèå

C = f Æ, ÑÆÊg?

29. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Åñëè ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàëî
a î÷êîâ, à ïðè âòîðîì �� b î÷êîâ, òî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå çàïèñûâàþò (a; b).
Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå:

à) A= f âûïàâøèå ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà2g;
á) B= f ñóììà î÷êîâ íå ìåíüøå 10g.

Ÿ 2. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

2.1. Âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Âàæíîé ÷àñòüþ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå âåðî-
ÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àéíîì ýêñ ïåðèìåíòå
íóæíî óêàçàòü âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îòäåëüíîãî ýëåìåíòàðíî ãî ñîáûòèÿ.

Ïðè ýòîì äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ äâà óñëîâèÿ.
1. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ �� íåîòðèöàòåëüíîå ÷ èñëî (êàê ïðàâèëî,

ïîëîæèòåëüíîå).
2. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïûòà ðàâí à 1.
Âåðîÿòíîñòè ìîæíî íàçíà÷àòü êàê óãîäíî, ëèøü áû ñîáëþäàëèñ ü äâà óêàçàííûõ

ïðàâèëà. Íî ÷òîáû ïîñòðîåíèÿ èìåëè ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, âå ðîÿòíîñòè ñëåäóåò
íàçíà÷àòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèðîäîé ñëó÷àéíîãî îïûòà. Íàïð èìåð, äóìàÿ î ìîíåòå,
ìû ñêëîííû ñ÷èòàòü å¼ ñèììåòðè÷íîé â òîì ñìûñëå, ÷òî øàíñû âû ïàäåíèÿ
îáåèõ ñòîðîí îäèíàêîâû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñëåäóåò íàçíà÷èòü â åðîÿòíîñòè êàæäîé
ñòîðîíû ðàâíûìè. Òàê êàê îíè ðàâíû, à ñóììà èõ ðàâíà 1, êàæäàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà 1
2.
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Ïî òîé æå ïðè÷èíå âåðîÿòíîñòü êàæäîé ãðàíè èãðàëüíîé êîñòè ñëåäóåò ïîëî-

æèòü ðàâíîé
1
6. Òîãäà ðåàëèçóåòñÿ íàøå ïðåäñòàâëåíèå î ðàâíûõ øàíñàõ êàæäîé

ãðàíè è îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå î òîì, ÷òî ñóìì à âñåõ âåðîÿòíîñòåé
ðàâíà 1.

2.2. Âåðîÿòíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé

Ìû ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåì ýêñïåðèìåíò ñ äèñêðåòíûì ìíî æåñòâîì ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Êàê ïîñòóïèòü, åñëè íóæíîå íàì ñîáûòèå íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì?

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A íàçûâàþò ñóììó âåðî-
ÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþùèõ ñîáûòèå A (áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
ñîáûòèþ A).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëàòèíñêà ÿ áóêâà P. Âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ A îáîçíà÷àþò P (A).

Ïðèìåð 10. Ïðè áðîñàíèè îäíîé èãðàëüíîé êîñòè íàñ ìîæåò
èíòåðåñîâàòü ïîÿâëåíèå ÷¼òíîãî ÷èñëà î÷êîâ. Îáîçíà÷èì ýòî ñëó÷àéíîå
ñîáûòèå A.

Ýòî ñîáûòèå íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, òàê êàê åãî íàñòóïëåíèþ áëàãîïðèÿò-
ñòâóåò íå îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, à òðè: 2, 4 è 6. Ìîæíî çàïèñàòü

A = f 2, 4, 6g:

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿA íàéä¼ì êàê ñóììó âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé:

P(A) =
1
6 +

1
6 +

1
6 =

1
2:

Ïðèìåð 11. Ïðè òð¼õêðàòíîì áðîñàíèè ìîíåòû íàñ ìîæåò èíòåðåñîâàòü ñîá û-
òèåA= {âûïàë ðîâíî îäèí îð¼ë g. Ïîÿâëåíèþ ýòîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ áëàãîïðè-
ÿòñòâóþò òðè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ: ÎÐÐ (îð¼ë, ðåøêà, ðåøêà), ÐÎÐ (ðåøêà, îð¼ë,
ðåøêà), ÐÐÎ (ðåøêà, ðåøêà, îð¼ë). Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé ðàâíà
1
8 (ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè).

ÒîãäàA=
�

ÎÐÐ, ÐÎÐ, ÐÐÎ
	

, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿA ðàâíà

P(A) = 1
8 + 1

8 + 1
8 = 3

8:

2.3. Äîñòîâåðíûå è íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ

Åñëè â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íåêîòîðîå ñîáûòèå îáÿçàòåëüíî íàñòóïàåò,
òî òàêîå ñîáûòèå íàçûâàåòñÿäîñòîâåðíûì . Î÷åâèäíî, âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî
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Ãëàâà I. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå. Íàïðèìåð, äîñòîâåðíûì áóäåò ñîáûòè å, êîòîðîìó ïðèíàä-
ëåæàò âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ýêñïåðèìåíòà1.

Åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ î÷åíü ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, òî ìû ñìåëî
ïîëàãàåìñÿ íà íàñòóïëåíèå òàêîãî ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ . Â æèçíè
ìû ÷àùå âñòðå÷àåìñÿ ñ ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíûìè ñîáûòèÿìè, ÷åì ñ äîñòîâåðíûìè
ñîáûòèÿìè.

Ïðèìåð 12. Î÷åíü ðåäêî ñëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî òîðìîçà àâòîìîáèëÿ
îòêàçûâàþò. Íàæèìàÿ íà òîðìîç àâòîìîáèëÿ, âîäèòåëü îæèäàå ò, ÷òî
òîðìîç ñðàáîòàåò. Ýòî ñîáûòèå ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîå. Åñëè áû ìû
íà ýòî íå ïîëàãàëèñü, òî ìû áû íå åçäèëè íà àâòîìîáèëÿõ.

Ñîáûòèå, êîòîðîå â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íå ìîæåò íàñòóïè òü, íàçûâàþò
íåâîçìîæíûì . Íàïðèìåð, íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ïîäìíîæå ñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Âîîáùå, íåâîçìîæíîå ñîáûòèå âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê
äîïîëíåíèå ê äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ �� à íóæíî ëè ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè äîñòîâåðí ûå è íåâîçìîæ-
íûå ñîáûòèÿ? Ýòî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè. Åñëè
äîñòîâåðíûå è íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ íå ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè, ò î ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
òàê, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èëè îáúåäèíåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé âîîáùå íå áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì.

Íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ íå ïðîèñõîäÿò, íî â æèçíè ìû èíîãäà ñòàë êèâàåìñÿ
ñ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûìè ñîáûòèÿìè , òî åñòü ñîáûòèÿìè, âåðîÿòíîñòü
êîòîðûõ ïðåíåáðåæèìî ìàëà (ïî÷òè íóëåâàÿ). Íà íàñòóïëåíèå òàêèõ ñîáûòèé â
îäíîêðàòíîì îïûòå ìû îáû÷íî íå ðàññ÷èòûâàåì.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷åëîâåê èí òóèòèâíî
ñîîòíîñèò ðèñêè è âûãîäû, ïðåäñòîÿùèå åìó â òîì èëè èíîì äåëå . Åñëè áû ýòî
áûëî íå òàê, òî ëþäè ó÷èòûâàëè áû âñå ìûñëèìûå îïàñíîñòè. Íèê òî íå õîäèë
áû ïî óëèöàì (íà ãîëîâó ìîæåò óïàñòü ñîñóëüêà èëè øòóêàòóðêà). Ïî ñåëüñêîé
ìåñòíîñòè èëè ïî ëåñó òåì áîëåå íèêòî áû íå ãóëÿë �� òàì îïàñíî ñòåé íå ìåíüøå.
Ìû íå åçäèëè áû íà ìàøèíàõ, íå ëåòàëè áû íà ñàìîë¼òàõ è äàæå äîì à íå ìîãëè
áû îñòàâàòüñÿ áåçáîÿçíåííî. Íèêòî íå åë áû ìîðîæåíîå (ìîæíî ïðîñòóäèòüñÿ), íå
÷èòàë áû êíèã (âäðóã çàáîëèò ãîëîâà).

1 Îáðàòíîå íåâåðíî �� ñîáûòèå ìîæåò èìåòü âåðîÿòíîñòü 1, íî íå áûòü äîñòîâåðíûì. Íàïðèìåð,
ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èç îòðåçêà[0; 1] ñîáûòèå ¾âûáðàíî íå ÷èñëî 0¿ èìååò
âåðîÿòíîñòü 1. Íî îíî âñ¼ æå íàñòóïàåò íå îáÿçàòåëüíî �� âåäü ÷èñëî 0 òîæå ìîæåò áûòü âûáðàíî. Òàêèå
ñîáûòèÿ íàçûâàþò ïî÷òè äîñòîâåðíûìè.

Àíàëîãè÷íî ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî 0, íå îáÿçàòåëüíî íåâîçìîæíîå. Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå
ñîáûòèå ¾âûáðàíî ÷èñëî 0¿ íå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, íî âåðîÿòíîñòü åãî ðàâíà íóëþ. Òà êîå ñîáûòèå
íàçûâàþò ïî÷òè íåâîçìîæíûì.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàëî êîìó ïðèõîäèò â ãîëîâó ïåðåáåãàòü ñêî ðîñòíóþ
àâòîìàãèñòðàëü èëè çàæèãàòü ïðàçäíè÷íûå ôåéåðâåðêè ó ñåáÿäîìà �� çäåñü íàøà
èíòóèöèÿ è îïûò ïîäñêàçûâàþò, ÷òî îïàñíîñòüþ óæå íåëüçÿ ïðå íåáðåãàòü.

Â çàòðóäíèòåëüíûå ñèòóàöèè ìû ÷àñòî ïîïàäàåì òîãäà, êîãäà íàøà èíòó-
èöèÿ äà¼ò íåâåðíóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè îïàñíîñòè �� èíîãäà â ñèëó íåçíàíèÿ.
Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòóèöèÿ ìîæåò íàñ îáìàíóòü. Ïðîñòîé ïðèìåð �� íà âàø âçãëÿä,
êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ñëó÷àéíî âûáðàííûõ 25÷åëîâåê íàéäóòñÿ äâîå,
ó êîòîðûõ äåíü ðîæäåíèÿ ñîâïàäàåò? Âåðîÿòíîñòü ýòîãî êàæåòñÿ íàìíîãî ìåíüøå,
÷åì îíà åñòü íà ñàìîì äåëå.

Ó íåêîòîðûõ ëþäåé èñêàæ¼ííàÿ îöåíêà ðèñêîâ è âûãîä ïðèîáðåòàåò áîëåçíåí-
íóþ ôîðìó, è òîãäà ìîãóò ðàçâèòüñÿ ôîáèè �� ïñèõè÷åñêèå îñîá åííîñòè, ñâÿçàííûå
ñ íåïðåîäîëèìîé áîÿçíüþ ÷åãî-òî, ÷òî äðóãèì ëþäÿì ïðåäñòàâ ëÿåòñÿ ñîâåðøåííî
íåâåðîÿòíûì èëè íåñòðàøíûì.

Óïðàæíåíèå

30. Ãåðîé ôàíòàñòè÷åñêîãî ðîìàíà À. è Á. Ñòðóãàöêèõ ¾Ïîíåäåëü-
íèê íà÷èíàåòñÿ â ñóááîòó¿ îáíàðóæèâàåò, ÷òî ðàçíûå ïîïóãàèî÷åíü

ïîõîæè è äàæå îêîëüöîâàíû îäèíàêîâûìè êîëüöàìè ñ îäèíàêîâû ìè íîìåðàìè, íî
îäíè èç íèõ óìåðëè ðàíüøå, ÷åì ïîÿâèëèñü äðóãèå.

¾Âñ¼ ïðîèñõîäÿùåå, ðàññóæäàë ÿ, ïî-íàñòîÿùåìó óäèâèòåëüíî, òîëüêî
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè òðè èëè ÷åòûðå ïîïóãàÿ �� îäèí è òîò æå ïî ïóãàé.
Îíè äåéñòâèòåëüíî òàê ïîõîæè äðóã íà äðóãà, ÷òî âíà÷àëå ÿ áûë ââåä¼í
â çàáëóæäåíèå. Ýòî åñòåñòâåííî. ß ìàòåìàòèê, ÿ óâàæàþ ÷èñëà, è ñîâ-
ïàäåíèå íîìåðîâ �� â îñîáåííîñòè øåñòèçíà÷íûõ �� äëÿ ìåíÿ àâ òîìàòè÷åñêè
àññîöèèðóåòñÿ ñ ñîâïàäåíèåì ïðîíóìåðîâàííûõ ïðåäìåòîâ¿.

Îáúÿñíèòå ñâîèìè ñëîâàìè, ÷òî èìååò â âèäó ìàòåìàòèê, êîãäà ãîâîðèò, ÷òî
ñîâïàäåíèå øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ àâòîìàòè÷åñêè íàâîäèò íà ìûñëü î ñîâïàäåíèè
ïðåäìåòîâ.

2.4. Ïðèíöèï ðàâíîâîçìîæíîñòè

Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÷àñòî îïèðàåòñÿ íà
ïðèíöèï ðàâíîâîçìîæíîñòè , êîòîðûé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè
øàíñû íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â îïûòå îäèíàêîâû, ò î òàêèì ñî-

áûòèÿì ïðèñâàèâàþò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè. Òàêèå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ íàçûâà-
þò ðàâíîâîçìîæíûìè. ×àñòî îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ñëóæàò ñîîá ðàæåíèÿ ñèììåòðèè.
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Åñëè â ñëó÷àéíîì îïûòå âñåãî N ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è âñå îíè ðàâíîâîç-

ìîæíû, òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà
1
N . Íà çàðå òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé ó÷¼íûå ðàññìàòðèâàëè òîëüêî òàêèå îïûòû �� ñ ðàâíîâîçìîæíûìè
ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Ïðèìåð 13. Ïðè áðîñàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
ãðàíè êîñòè èìåþò ðàâíûå øàíñû, òî åñòü ðàâíîâîçìîæíû. Ýòî ï ðèìåð
ýêñïåðèìåíòà ñ ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè.

Êàê ïðàâèëî, ðàâíîâîçìîæíûå èñõîäû âîçíèêàþò ïðè æåðåáü¼â êàõ è èãðàõ.
Èìåííî ïîýòîìó òîë÷îê ê âîçíèêíîâåíèþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äàëè çàäà÷è ïðî
êàðòî÷íûå è äðóãèå èãðû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé äàëåêî óøëà
îò îïðåäåëåíèÿ øàíñîâ èãðîêîâ èëè èñ÷èñëåíèÿ âûèãðûøåé. Îí à ïðîíèêëà âî âñå
ñôåðû æèçíè è íàóêè ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà.

Íî ïî÷åìó æå òîãäà ìû âñ¼ âðåìÿ îáðàùàåìñÿ ê ìîíåòå è ê èãðàëüí îé êîñòè?
Äåëî â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìîäåëè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �� ì îíåòà, èãðàëüíàÿ
êîñòü è ò. ï. �� ýòî èíñòðóìåíòû, ïîäîáíûå öèðêóëþ è ëèíåéêå â ãåîìåòðèè.
Áðîñàÿ ìîíåòû è êîñòè (èëè ïðîñòî âîîáðàæàÿ ýòè áðîñêè), ìû ì îæåì ïîñòè÷ü
âåðîÿòíîñòíûå çàêîíû, äåéñòâèå êîòîðûõ âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè èãðîâûõ îïûòîâ.
Ïðîñòûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò íàì èìèòèðîâàòü îïûòû è ñîáûòèÿ, ê îòîðûå òðóäíî,
íåæåëàòåëüíî èëè âîâñå íåâîçìîæíî âîñïðîèçâåñòè â ðåàëüíî é æèçíè.

Íî è â æèçíè âñòðå÷àþòñÿ ýêñïåðèìåíòû, ãäå î÷åíü âàæíî îáåñï å÷èòü ïðèíöèï
ðàâíîâîçìîæíîñòè. Íàïðèìåð, â âûáîðî÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, êîãäà èçó÷àþòñÿ
áîëüøèå ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ, ðàâíîâîçìîæíîñòü èãðàåò ê ëþ÷åâóþ ðîëü. Äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè èç íå¼ âûáèðàþò ÷àñòü ��âûáîðêó. Âûáîðêà äîëæíà
ïðàâèëüíî ïðåäñòàâëÿòü öåëîå. Äëÿ ýòîãî íåò ëó÷øåãî ñïîñîáà, êàê ôîðìèðîâàòü
âûáîðêó ñëó÷àéíûì âûáîðîì. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òîáû ó âñåõ îáúåêòîâ ñîâîêóïíî-
ñòè áûëè îäèíàêîâûå øàíñû ïîïàñòü â ýòó âûáîðêó. Âûáîðî÷íûå ìåòîäû ñåé÷àñ
èñïîëüçóþòñÿ øèðîêî. Ïðî ñîöèîëîãè÷åñêèå îáñëåäîâàíèÿ âû , âåðîÿòíî, ñëûøàëè.
Ïîìèìî ñîöèîëîãèè, âûáîðî÷íûå îáñëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ.
Âûáîðî÷íûé ìåòîä âàæåí ïðè êîíòðîëå ìàññîâîé ïðîäóêöèè. Ìî æíî ñêàçàòü, ÷òî
âûáîðî÷íûé ìåòîä ïîëåçåí âñþäó, ãäå èçó÷àþòñÿ áîëüøèå ñîâî êóïíîñòè.

Áîëåå ïîäðîáíî âûáîðî÷íûé ìåòîä ìû îáñóäèì â ãëàâå X (c. 157) .

2.5. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé â îïûòàõ ñ ðàâíîâîçìîæíûìè
ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè

Ðàññìîòðèì îïûò ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòè é. Åñëè âñå
ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâîçìîæíû, òî èç îïðåäåëåíèÿ âåð îÿòíîñòè ñîáûòèÿ
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ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P(A) =
N(A)

N ,

ãäåN �� îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïûòà, à N(A) �� ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A.

Ïðèìåð 14. Ñðåäè10 ÷åëîâåê ðàçûãðûâàåòñÿ6 ïðèçîâ. Îáû÷íî
â òàêîì ñëó÷àå çàãîòàâëèâàþò10 áóìàæåê, íà øåñòè èç íèõ ïèøóò
ñëîâî ¾ÏÐÈÇ¿. Áóìàæêè êëàäóò â øàïêó, ïåðåìåøèâàþò, è âñå ïî

î÷åðåäè äîñòàþò ïî îäíîé áóìàæêå íàóäà÷ó. Òàêîé ñïîñîá âåðî ÿòíîñòíîãî äåëåæà
ïðèìåíÿåòñÿ ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåì¼í. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû îäè í èç ýòèõ äåñÿòåðûõ.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàì äîñòàíåòñÿ îäèí èç ïðèçîâ?

Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû �� áóìàæêè. Âñåãî èõ N = 10. Ñîáûòèþ

A = f âàì äîñòàëñÿ ïðèçg

áëàãîïðèÿòñòâóåòN(A) = 6 èñõîäîâ. Çíà÷èò,

P(A) =
6
10 = 0,6:

Óïðàæíåíèÿ

31. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè îäèí ðàç. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà íåé âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3?

32. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâàæäû.
à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ðàçà âûïàäåò îäíî è òî æå ÷èñëî?
á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå âûïàäåò 10 î÷êîâ?
â) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ ïðè ïåðâîì

áðîñêå íà ÷èñëî î÷êîâ ïðè âòîðîì áðîñêå îêàæåòñÿ öåëûì ÷èñëî ì?
33. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ðàâíîâîçìîæíîñòè, íàéäèòå âåðîÿòíîñ òü îäíîãî

ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà â îïûòå, â êîòîðîì ìîíåòó áðîñàþò:
à) 3 ðàçà; á)5 ðàç; â)8 ðàç; ã)10 ðàç; ä)n ðàç.
34. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ðàâíîâîçìîæíîñòè, íàéäèòå âåðîÿòíîñ òü îäíîãî

ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà â îïûòå, â êîòîðîì èãðàëüíóþ êîñòü áðî ñàþò:
à) äâàæäû; á) òðèæäû; â) ÷åòûðå ðàçà.
35. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó áðîñèëè 10 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðå-

çóëüòàòå âûïàäåò ðîâíî îäèí îð¼ë?
36. Â êëàññå25 ó÷àùèõñÿ, èç íèõ 16 äåâî÷åê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷àùèéñÿ áóäåò ìàëü÷èêîì?
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37. Â òàáëèöå äàíà ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â12 êðóïíåéøèõ ãîðîäàõ Ðîññèè
ïî äàííûì ïåðåïèñè 2010ãîäà.

Ïî äàííûì Âñåðîññèéñêîé ïåðåïèñè
íàñåëåíèÿ 2010ãîäà, òûñ. æèòåëåé

Ìîñêâà 11514,3
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã 4848,7
Íîâîñèáèðñê 1473,7
Åêàòåðèíáóðã 1350,1
Íèæíèé Íîâãîðîä 1250,6
Ñàìàðà 1164,9
Îìñê 1154,0
Êàçàíü 1143,6
×åëÿáèíñê 1130,3
Ðîñòîâ-íà-Äîíó 1089,9
Óôà 1062,3
Âîëãîãðàä 1021,2

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàñåëåíèå ãîðîäà, ñëó÷àéíî âûáðàííîãî èç ýòîãî
ñïèñêà:

à) ïðåâûñèò ÷åòûðå ìèëëèîíà ÷åëîâåê;
á) íå ïðåâûñèò ïîëóòîðà ìèëëèîíîâ;
â) áóäåò íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå îò îäíîãî ìèëëèîíà ñòà òûñÿ÷ äî äâóõ

ìèëëèîíîâ?
38. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ïðàâèëüíóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò ä åñÿòü ðàç.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíò à ðàâíîâîçìîæíû.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûáðîøåíî:

à) äåñÿòü îðëîâ; á) äåâÿòü îðëîâ?
39. Â êëàññå25 ÷åëîâåê, èç íèõ10 ìàëü÷èêîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç êëàññà

îòáèðàþò 5 ÷åëîâåê, ïðè ýòîì ïîðÿäîê âûáîðà íåâàæåí.
à) Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âîçìîæíî â ýòîì ýêñïå ðèìåíòå?
á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ áóäóò òîëüêî ìàëü÷èêè?
â) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ áóäóò òîëüêî äåâî÷êè?
ã) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ áóäåò ðîâí î äâà ìàëü÷èêà?

Ðåøåíèå. à) Âûáðàòü5 ÷åëîâåê èç25 ìîæíî C5
25 ñïîñîáàìè.

á) Âûáðàòü5 ÷åëîâåê èç10 ìîæíî C5
10 ñïîñîáàìè.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñðåäè îòîáðàííûõ òîëüêî ìàëü ÷èêè¿ ðàâíà

C5
10

C5
25

� 0,005:
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ã) Âûáðàòü äâóõ ìàëü÷èêà è òð¼õ äåâî÷åê ìîæíîC2
10 � C3

15 ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó
èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

C2
10 �C3

15

C5
25

� 0,385:

40. Èç äåñÿòè äåòàëåé äâå áðàêîâàííûå. Äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà äåòàëåé ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì îòáèðàþòñÿ òðè äåòàëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî , ÷òî ñðåäè íèõ

à) íå áóäåò íè îäíîé áðàêîâàííîé äåòàëè;
á) áóäåò îäíà áðàêîâàííàÿ äåòàëü; äâå áðàêîâàííûå äåòàëè?
Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïðîâåðêè îáåñïå÷èâàåò õî ðîøåå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î ïðîöåíòå áðàêà â ïàðòèè äåòàëåé?
41. Â Ðîññèè 12 ãîðîäîâ ñ íàñåëåíèåì áîëåå 1 ìëí ÷åëîâåê (ïî äàííûì

ïåðåïèñè 2010 ã.): Ìîñêâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ñàìàðà, Åêàòåðèíáóðã, Ðîñòîâ-íà-
Äîíó, Íèæíèé Íîâãîðîä, Íîâîñèáèðñê, Âîëãîãðàä, Êàçàíü, ×å ëÿáèíñê, Îìñê è Óôà
(ñì. òàáëèöó íà ñ. 20). Ñîöèîëîãè ðåøèëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì î òîáðàòü6 èç íèõ
äëÿ îáñëåäîâàíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ ãîðîäîâ áóäóò
îäíîâðåìåííî Ìîñêâà è Ñàíêò-Ïåòåðáóðã.

42. Ñïèñîê âîïðîñîâ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó âêëþ÷àò 16 òåì. Ó÷àùèéñÿ
âûó÷èë ðîâíî ïîëîâèíó èç íèõ. Â ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò ñëó÷à éíûì îáðàçîì
îòáèðàþò äâå òåìû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àùåìóñÿ äîñòàíåòñÿ áèëåò
ñ äâóìÿ íåâûó÷åííûìè òåìàìè?

43. Íà ñòîëå øåñòü ìîíåò �� ÷åòûðå èç íèõ ïî ðóáëþ, à åù¼ äâå �� ïî ïÿ òü
ðóáëåé. Ñàøà, íå ãëÿäÿ, çàáðàë ñî ñòîëà êàêèå-òî òðè ìîíåòû,à îñòàâøèåñÿ òðè
ìîíåòû çàáðàë Âîëîäÿ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) îáå ïÿòèðóáëåâûå ìîíåòû âìåñòå îêàçàëèñü ó îäíîãî èç ìàëü ÷èêîâ;
á) îáå ïÿòèðóáëåâûå ìîíåòû âìåñòå îêàçàëèñü ó Ñàøè;
á) îäíà ïÿòèðóáëåâàÿ ìîíåòà îêàçàëèñü ó Ñàøè, à âòîðàÿ �� ó Âîëîäè.
44. Â êëàññå 21 ÷åëîâåê. Ñðåäè íèõ Ìàøà è Ëåíà. Êëàññ ñëó÷àéíûì îáðàçîì

ðàçáèâàþò íà òðè îäèíàêîâûå ïî ÷èñëåííîñòè ãðóïïû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî Ìàøà è Ëåíà îêàæóòñÿ:

à) â îäíîé ãðóïïå (íåâàæíî, â êàêîé);
á) âìåñòå â ïåðâîé ãðóïïå;
â) â ðàçíûõ ãðóïïàõ.
45. Èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 10 ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàò åëüíî

âûáèðàþò òðè ÷èñëà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) ñíà÷àëà áóäåò âûáðàíî ÷èñëî 3, çàòåì �� ÷èñëî 7, è ïîñëåäíèì �� ÷èñëî 1;
á) áóäóò âûáðàíû ÷èñëà 1, 3 è 7 (íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå).
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2.6. Ïðîñòîé ñëó÷àéíûé âûáîð

Ïðîñòîé ñëó÷àéíûé âûáîð ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñëåäîâàòåëüí î, ïîäðÿä èäó-
ùèìè øàãàìè. Íà êàæäîì øàãå èç èìåþùåéñÿ ñîâîêóïíîñòè íàóäà ÷ó âûáèðàåì
îäèí îáúåêò. Ñëîâî ¾íàóäà÷ó¿ îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ó âñ åõ îáúåêòîâ ðàâíûå
øàíñû áûòü âûáðàííûìè.

Ïîñëå ïåðâîãî îáúåêòà ìû èç îñòàâøèõñÿ íàóäà÷ó âûáèðàåì âòî ðîé îáúåêò
è òàê äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì âûáîðêó íóæíîé íàì ÷èñëåííîñòè ( îáú¼ìà). Òàêèì
ñïîñîáîì ìîæíî ñôîðìèðîâàòü îãðîìíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âûáî ðîê, è âñå îíè
ðàâíîâåðîÿòíû.

Ïðèìåð 15. Ñêîëüêî ðûáû â ïðóäó? Íåèçâåñòíóþ ÷èñëåííîñòü
ðûáû ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîãî èññëåäîâàíèÿ.

Îïèøåì ìåòîä äâîéíîãî îòëîâà . Ïóñòü N îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðûá
â âîäî¼ìå. Ïðîèçâîäèòñÿ îòëîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîéìàíî n ðûá. Ýòèõ ðûá íóæíî
ïîìåòèòü è îòïóñòèòü â âîäî¼ì. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîèçâ îäèòñÿ âòîðè÷íûé
îòëîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âòîðîé ðàç âûëîâëåíî M ðûá è ñðåäè íèõm îêàçàëîñü
ïîìå÷åííûìè. Òîãäà ÷èñëî ðûá â ñîâîêóïíîñòè N ìîæíî íàéòè èç ïðèáëèæ¼ííîãî
ðàâåíñòâà

N
n � M

m, îòêóäàN � nM
m :

Ðàçóìååòñÿ, ýòî ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä.
Íà èäåå ñëó÷àéíîãî âûáîðà îñíîâàíû è áîëåå ñëîæíûå ñõåìû, ïî çâîëÿþùèå

óëó÷øèòü îöåíêó â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå, òî åñòü óìåíüøèòü â åðîÿòíîñòü áîëü-
øîé îøèáêè.

Îïèñàííûé ìåòîä ïðèìåíèì íå òîëüêî äëÿ îöåíêè ÷èñëåííîñòè ï îïóëÿöèè ðûá.
Ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû ìåòîäà äâîéíîãî ñëó÷àéíîãî âûáîð à ïðèìåíÿþòñÿ è â
äðóãèõ íàóêàõ, êîãäà òðåáóåòñÿ äàòü îöåíêó ÷èñëåííîñòè ñîâîêóïíîñòè.

2.7. Çàäà÷à î ñïðàâåäëèâîì ðàçäåëå ñòàâêè

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ðàññêàæåì ïðî çíàìåíèòóþ çà äà÷ó î ñïðà-
âåäëèâîì ðàçäåëå ñòàâêè â íåîêîí÷åííîé èãðå. Â XVII âåêå å¼ ìíîãî îáñóæäàëè.
Ñòàâêè òîãäà áûëè äåíåæíûìè, íî ó íàñ ñòàâêîé áóäåò òîðò.

Çàäà÷à. Èãðîêè À è Â èãðàþò â øàõìàòû ìàò÷ äî ïÿòè ïîáåä (âûèãðûâàåò
òîò, êòî ïåðâûì îäåðæèò ïÿòü ïîáåä). Íè÷üè íå â ñ÷¼ò. Ïðèç ïîá åäèòåëþ �� òîðò.
Ñèëû ñîïåðíèêîâ ðàâíû. Ïî íåêîòîðîé ïðè÷èíå èãðó ïðèøëîñü ï ðåêðàòèòü, êîãäà
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ñ÷¼ò áûë3 : 2 â ïîëüçó À. Èãðîêè õîòÿò ðàçäåëèòü òîðò â òàêîì îòíîøåíèè, â êàêîì
íàõîäÿòñÿ âåðîÿòíîñòè èõ âûèãðûøåé1. Êàê íóæíî äåëèòü?

Ðåøåíèå. Äî ïîáåäû èãðîêó À îñòàëîñü âûèãðàòü äâå ïàðòèè, à èãðîêó Â íàäî
âûèãðàòü òðè ïàðòèè. Åñëè áû èãðîêè ïðîäîëæèëè èãðó, òî ìîãëî áû ñîñòîÿòüñÿ
åù¼ íå áîëåå ÷åòûð¼õ ðåçóëüòàòèâíûõ ïàðòèé (ïîäóìàéòå ïî÷åìó).

Ìûñëåííî ïîçâîëèì ñîïåðíèêàì ñûãðàòü åù¼ ðîâíî ÷åòûðå ïàðò èè, äàæå åñëè
îäèí èç íèõ óæå ïîáåäèë. Ïðîäîëæåíèå èãðû ýòîãî ðåçóëüòàòà èçìåíèòü íå ñìîæåò.
Ðåçóëüòàòû äîïîëíèòåëüíûõ ÷åòûð¼õ ïàðòèé çàïèøåì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóêâ. Åñëè âûèãðûâàåò À, òî ïèøåì áóêâó À. Åñëè âûèãðûâàåò Â,òî ïèøåì Â.
Íàïðèìåð, ÀÀÂÀ.

Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ áóêâ À è Â â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î äèíàêîâû
(ñèëû èãðîêîâ ðàâíû), à âñåãî áóêâ ÷åòûðå. Ïîýòîìó âåðîÿòíî ñòü êàæäîé òàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíà
1
16. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ïðèâîäÿò ê ïîáåäå À, à ñêîëüêî �� ê ïîáåäå Â.
Ïîáåæäàåò À, åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå ÷åì äâå

áóêâû À. Òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðîâíî îäèííàäöàòü:

ÀÀÀÀ (÷åòûðå áóêâû À),

ÀÀÀÂ, ÀÀÂÀ, ÀÂÀÀ è ÂÀÀÀ (òðè áóêâû À),

ÀÀÂÂ, ÀÂÀÂ, ÀÂÂÀ, ÂÀÀÂ, ÂÀÂÀ è ÂÂÀÀ (äâå áóêâû À).

Ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áëàãîïðèÿòñòâóþò ïîáåäå èãðîêàÂ:

ÂÂÂÂ,

ÂÂÂÀ, ÂÂÀÂ, ÂÀÂÂ è ÀÂÂÂ.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòè âûèãðûøåé À è Â ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 11
16 è 5

16.

Îòâåò : ïðèçîâîé òîðò íàäî äåëèòü â îòíîøåíèè 11 : 5.
1 Òî åñòü êàæäîìó äîëæíà äîñòàòüñÿ äîëÿ, ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè åãî âûèãðûøà, êîòîðûé ìîã áû

íàñòóïèòü, åñëè áû èãðà íå áûëà ïðåðâàíà.
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Áëåç Ïàñêàëü Ïüåð Ôåðìà

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî îäíà èç çàäà÷, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ïîèñê ðåøåíèÿ çàíÿë äëèòåëüíîå âðåìÿ ó ðàçíûõ ó÷¼íûõ è ëþáèòåëåé ìàòåìàòèêè.
Âåðîÿòíî, âïåðâûå çàäà÷ó íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ðàçíûìè ñïîñîáàìè ðåøèëè
Ïüåð Ôåðìà 1 è Áëåç Ïàñêàëü2. Ðàçóìååòñÿ, îíè ðåøàëè çàäà÷ó íå ñ êîíêðåòíûìè
÷èñëàìè, à â îáùåì âèäå. Èõ ðàññóæäåíèÿ îòëè÷àëèñü, íî îáà îñòàëèñü äîâîëüíû
äðóã äðóãîì. Âîò ôðàãìåíò èç ïèñüìà Ïàñêàëÿ ê Ôåðìà, íàïèñàí íîãî â 1651 ãîäó:

¾Äîðîãîé ãîñïîäèí Ôåðìà! Ìíîé îâëàäåëî íåòåðïåíèå, è, õîòÿ ÿ âñ¼ åù¼
áîëåí, íå ìîãó óäåðæàòüñÿ, ÷òîáû íå âçÿòü ïåðî è íå ñîîáùèòü, ÷òî â÷åðà
ã-í Êàðêàâè ïåðåäàë ìíå Âàøå ïèñüìî î ñïðàâåäëèâîì ðàçäåëå ñòàâêè, êîòîðîå
ïðèâåëî ìåíÿ â ïîëíûé âîñòîðã. Ñêàæó áåç äîëãèõ âñòóïëåíèé: Âû âåðíî ðåøè-
ëè çàäà÷ó î êîñòÿõ è î ñïðàâåäëèâîì ðàçäåëå. Äëÿ ìåíÿ ýòî áîëüøàÿ ðàäîñòü,
ïîñêîëüêó òåïåðü, êîãäà ìû ïîëó÷èëè èçóìèòåëüíî îäèíàêîâû å ðåçóëüòàòû,
ÿ áîëüøå íå ñîìíåâàþñü â ñâîåé ïðàâîòå ¿.

Ÿ 3. Áëèçîñòü ÷àñòîòû è âåðîÿòíîñòè

3.1. ×àñòîòíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

Êàê ïðàâèëî, â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íåñëîæíî óêàçàòü ìíî æåñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, íî ïðàâèëüíî íàçíà÷èòü âåðîÿòíîñòè ñëó ÷àéíûõ ñîáûòèé

1 Ïüåð Ôåðìà (1601�� 1665). Ïî ïðîôåññèè þðèñò, ïî ïðèçâàíèþ �� ìàòåìàòèê. Èíòåð åñîâàëñÿ ñàìû-
ìè ðàçíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çàäà÷àìè, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòà ëè âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëè åãî èìÿ.

2 Áëåç Ïàñêàëü (1623�� 1662). Ôèçèê, ìàòåìàòèê è ôèëîñîô. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷ó î ñïðàâåäëèâîì
ðàçäåëå ñòàâêè íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè çàäà÷àìè ïðåäëîæèë áîëüøîé ëþáèòåëü èãðû êàâàëåð
äå Ìåðå (âïðî÷åì, ñàì äå Ìåðå å¼ íå ðåøèë). Ìíîãèå ñ÷èòàþò, ÷ò î â ïåðåïèñêå Ôåðìà ñ Ïàñêàëåì ïî
ïîâîäó çàäà÷ äå Ìåðå ïîÿâèëàñü íà ñâåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.
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áûâàåò òðóäíî èëè äàæå íåâîçìîæíî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî òî÷íûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ èõ ïðèáëèæ¼ííûìè çíà÷åíèÿìè �� îöåíêàìè. Äëÿ
îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé èñïîëüçóþò ÷àñòîòû ýòèõ ñîáûòèé â ñåðèè ïîâòîðíûõ
îïûòîâ. ×àñòîòíûé ìåòîä îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî ÷àñòîòà ñîáûòè ÿ ñáëèæàåòñÿ ñ åãî
âåðîÿòíîñòüþ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èçN ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N(A) ÷èñëî òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñëó÷èëîñü ñîáûòèåA. Òîãäà

N(A)
N � P(A):

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îöåíêè íåèçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè áåðóò ÷àñòîòó ñî áûòèÿ
A. ×åì áîëüøå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ N, òåì, ñêîðåå âñåãî, áëèæå äðóã ê äðóãó ÷èñëà
N(A)

N è P(A). ×àñòîòíûé ìåòîä ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè âåðîÿ òíîñòè
âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

×àñòîòíûé ìåòîä èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê �� â êàæäîé
íîâîé ñåðèè ÷àñòîòà ñâîÿ �� îíà ìåíÿåòñÿ, áóäó÷è ñëó÷àéíîé â åëè÷èíîé. Íî ÷åì
äëèííåå ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, òåì ÷àñòîòû óñòîé÷èâåå. Âàæíûé ôàêò: ñ ðîñòîì
÷èñëàN ÷àñòîòà ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòè.

Ñåé÷àñ ìû íå ìîæåì ýòîãî äîêàçàòü, íî ïîäòâåðäèì ñ ïîìîùüþ ýê ñïåðèìåíòà,
êîòîðûé ìîæíî ïðîâåñòè â ôîðìå ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû.

3.2. Êðàòêîå îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà

Öåëü ýêñïåðèìåíòà �� óáåäèòüñÿ íà ïðàêòèêå, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà îäèíàêîâûõ
îïûòîâ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ, ñêîðåå âñåãî, ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ.

Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà ïðîèçâîäèòñÿ
N = 1000 áðîñàíèé ìîíåòû. ×åðåç êàæäûå 50 áðîñàíèé ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷àñòîòà
ñîáûòèÿ A=

�
âûïàë îð¼ë

	
. Ðåçóëüòàò îòìå÷àåòñÿ íà ãðàôèêå ÷àñòîòû (äëÿ íàãëÿä-

íîñòè òî÷êè ñîåäèíåíû íåïðåðûâíîé ëèíèåé).
Ìû ïðîâåëè ýòîò ýêñïåðèìåíò òðè ðàçà. Ãðàôèêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1à�� â.
Îáðàòèòå âíèìàíèå �� íà òð¼õ ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ ãðàôèêè ÷àñòîòû ïî-

ñòåïåííî ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðÿìîé y= 0,5, õîòÿ è èñïûòûâàþò êîëåáàíèÿ. Ê êîíöó
êàæäîãî èç òð¼õ îïûòîâ ÷àñòîòà îòëè÷àåòñÿ îò0,5 ìåíüøå ÷åì íà 0,02. Âñåãäà ëè
áóäåò òàê? Êîíå÷íî, íåò, íî âåñüìà ÷àñòî (ïðè N = 1000 ïðèìåðíî 79% ñëó÷àåâ
äàäóò îòëè÷èå ìåíåå ÷åì 0,02). ×åì áîëüøå N, òåì ëó÷øå ñîãëàñèå. Èìåííî
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à)

á)

â)

Ðèñ. 1
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â ýòîì ñìûñëå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé ÷àñ òîòà áëèçêà
ê âåðîÿòíîñòè.

Ïîâòîðèì: ýòî ìîæíî äîêàçàòü, íî ñåé÷àñ íàøà çàäà÷à �� òîëüê î óáåäèòüñÿ
â ýòîì íà ïðàêòèêå.

Óïðàæíåíèÿ

46. Ïðè âûïîëíåíèè êîíòðîëüíîãî çàäàíèÿ ó÷àùèéñÿ ìîæåò ïîëó-
÷èòü îäíó èç ÷åòûð¼õ îòìåòîê. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ¾íåóäîâëåòâîðè-
òåëüíî¿ ðàâíà 0,1, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿ ��0,2,

âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ¾õîðîøî¿ �� 0,3, ÷åòâ¼ðòàÿ âîçìîæíàÿ îòìåòêà �� ¾îòëè÷íî¿.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àùèéñÿ ïîëó÷èò õîðîøóþ èëè î òëè÷íóþ îòìåòêó?

47. Â òå÷åíèå ãîäà ñ àâòîìîáèëåì ìîæåò ïðîèçîéòè îäíî èç òð¼õ ñîá ûòèé: îí
íå ïîïàä¼ò â àâàðèþ, îí ïîïàä¼ò â ìåëêóþ àâàðèþ, îí ïîïàä¼ò â ñ åðü¼çíóþ àâàðèþ.
Äëÿ íåîïûòíîãî âîäèòåëÿ â íåêîòîðîì ðåãèîíå âåðîÿòíîñòü ïî ïàäàíèÿ â ìåëêóþ
àâàðèþ ðàâíà0,1, à âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ñåðü¼çíóþ àâàðèþ â ïÿòü ðàç ìåíüøå.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåîïûòíûé âîäèòåëü íå ïîïàä¼ò â àâàðèþ â òå÷åíèå
ãîäà1?

48. Äëÿ ñîöèîëîãè÷åñêîãî îïðîñà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ëþäåé áûëà ñî-
ñòàâëåíà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç2000÷åëîâåê. Íà âîïðîñ ¾Íðàâèëèñü ëè âàì óðîêè
ìàòåìàòèêè â øêîëå?¿ óòâåðäèòåëüíî îòâåòèëî1178èç íèõ. Ïîëüçóÿñü ýòèìè äàí-
íûìè, îöåíèòå âåðîÿòíîñòü (íàéäèòå ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè) òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè ÷åëîâåê óòâåðä èòåëüíî îòâåòèò íà
òîò æå âîïðîñ.

49. Â äâóõ êíèæíûõ ìàãàçèíàõ áûë ïðîâåä¼í îïðîñ äâóõ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê
ïîêóïàòåëåé. Â ïåðâîé âûáîðêå áûëî 1520 ÷åëîâåê, âî âòîðîé âûáîðêå áûëî
580÷åëîâåê. Â ïåðâîé âûáîðêå 623ïîêóïàòåëÿ óòâåðäèòåëüíî îòâåòèëè íà âîïðîñ
¾×èòàëè ëè âû õîòÿ áû îäíî ïðîèçâåäåíèå ïèñàòåëÿ Ï?¿. Âî âòîð îé âûáîðêå íà
ýòîò æå âîïðîñ óòâåðäèòåëüíî îòâåòèëè217÷åëîâåê.

Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ïîêóïàòå ëü â êíèæíîì
ìàãàçèíå óòâåðäèòåëüíî îòâåòèò íà ýòîò æå âîïðîñ, ïîëüçóÿñü:

à) ðåçóëüòàòàìè îïðîñà òîëüêî ïåðâîé âûáîðêè;
á) ðåçóëüòàòàìè îïðîñà òîëüêî âòîðîé âûáîðêè;
â) ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåäèí¼íí îé âûáîðêè.
Ïî âàøåìó ìíåíèþ, íà êàêîå èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ëó÷øå ïîëàãàò üñÿ ïðè

îöåíêå âåðîÿòíîñòè óêàçàííîãî ñîáûòèÿ?
1 Ïîäîáíûå âåðîÿòíîñòè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðàñ÷¼òå ñòîèìî ñòè ïîëèñà ñòðàõîâàíèÿ àâòîìîáèëÿ.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñîáûòèé

Ÿ 4. Îïåðàöèè ñ ñîáûòèÿìè

4.1. Äèàãðàììû Ýéëåðà

Ìû ðàññìîòðèì òðè îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿ ìè: ïåðå-
ñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è ïåðåõîä ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ñîáûòèþ . Ïî ñóòè ýòî
îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë W (÷èòàåòñÿ �� ¾îìåãà¿)1. Êàê è â ïåðâîé ãëàâå,
áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ýêñïåðèìåíòû.

Îïåðàöèè ñ äâóìÿ èëè òðåìÿ ñîáûòèÿìè óäîáíî èçîáðàæàòü ñ ïîì îùüþ äèàãðàìì
Ýéëåðà. Äèàãðàììà Ýéëåðà ñî ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè A è B ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ïðÿìîóãîëüíèê èçîáðàæàåò ìíîæåñòâî W, êðóãè �� ñîáûòèÿ A è B.
Òî÷êè ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàæàþò ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ýêñïåðèìåíòà

4.2. Ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñå÷åíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå,
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò è ñîáûòèþ A, è ñîáûòèþ B.
Ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé A è B îáîçíà÷àåòñÿ A\ B. Ýòî âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ
¾ïåðåñå÷åíèåA è B¿ èëè ïðîñòî ¾A è B¿.

1 Ñîáûòèå W ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïûòà, ïî ýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ
äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì. Ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáûòèå W�� ýòî è åñòü âåñü
ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò.
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Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé �� ýòî èõ îáùàÿ ÷àñòü . Íà äèàãðàììå
Ýéëåðà (ðèñ. 3) ïîêàçàíû äâà ñîáûòèÿA è B è èõ ïåðåñå÷åíèåA \ B. Íà ðèñ. 4
èçîáðàæåíà äèàãðàììà äëÿ òð¼õ ñîáûòèéA, B è C. Îïðåäåëèòå ïî ðèñóíêó, ñêîëüêî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèÿì A\ B, A\ C, B\ C è A\ B\ C.

Ðèñ. 3.Ñîáûòèþ A\ B ïðèíàäëåæàò òå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îáîèì ñîáûòèÿì

Ðèñ. 4. Äèàãðàììà Ýéëåðà äëÿ òð¼õ ñîáûòèé

Åñëè ñîáûòèÿA è B íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî òàêèå ñîáûòèÿ
íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ èëè íåñîâìåñòíûìè . Ïåðåñå÷åíèå íåñîâìåñò-
íûõ ñîáûòèé íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Åãî îáîçíà÷à þò ñèìâîëîì ?
è íàçûâàþò ïóñòûì ñîáûòèåì. Ýòî ñîáûòèå íåâîçìîæíîå; P (? ) = 0.

Ïðèìåð 1. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò
äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ (ñì. ðèñ. 5):

A = f â ñóììå âûïàëî ìåíåå ñåìè î÷êîâ g,

B = f âûïàëî îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ g:

29



Ãëàâà II. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñîáûòèé

Ðèñ. 5. Â ñòðîêàõ �� ðåçóëüòàò ïåðâîãî áðîñêà, â ñòîëáöàõ �� ðåçóëüòàò âòîðîãî

Ðèñ. 6

Òîãäà A \ B �� ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç èñõîäîâ (1; 1),
(2; 2) è (3; 3). Ýòî õîðîøî âèäíî, åñëè ïîêàçàòü îáà ñîáûòèÿ
íà îäíîì ðèñóíêå (ñì. ðèñ. 6).

×òîáû íåïîñðåäñòâåííî íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷å-
íèÿ ñîáûòèé A è B, íóæíî ó÷åñòü âåðîÿòíîñòè òîëüêî òåõ
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåí-
íî îáîèì ñîáûòèÿì. Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå ñîáûòèå A\ B
ñîñòîèò èç òð¼õ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îáùåå ÷èñëî ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ â îïûòå 36.

Ñëåäîâàòåëüíî, P(A\ B) =
3
36 =

1
12.

Óïðàæíåíèÿ

50. Â ýêñïåðèìåíòå ñ äâóêðàòíûì áðîñàíèåì èãðàëüíîé êîñòè
óêàæèòå êàêèå-íèáóäü äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ.

51. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ñ âûáîðîì îäíîãî ãîðîäà Ðîññèè ñ íà ñåëåíèåì
áîëåå 1 ìëí ÷åëîâåê (ñì. òàáëèöó íà ñ. 20) îïðåäåëèì ñîáûòèÿ

A = f íàñåëåíèå ãîðîäà ìåíåå 2 ìëí ÷åëîâåê g,

B = f ãîðîä íàõîäèòñÿ â åâðîïåéñêîé ÷àñòè Ðîññèèg:

à) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå A\ B.
á) Êàêèå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ (ãîðîäà) ïðèíàäëåæàò ñîáûòèþ A\ B?
52. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò òðè ðàçà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ñîáûòè ÿ

A = f âûïàë ðîâíî îäèí îð¼ë g,

B = f â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ëg,

C = f âûïàëî íå ìåíåå äâóõ îðëîâ g:
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à) Ñôîðìóëèðóéòå ñëîâàìè ñîáûòèÿ A\ B, A\ C, B\ C è íàéäèòå èõ âåðîÿòíî-
ñòè.

á) Åñòü ëè ñðåäè ñîáûòèéA, B, C íåñîâìåñòíûå?
53. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì

ñîáûòèÿ
A = f â ïåðâûé ðàç âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâg,

B = f âî âòîðîé ðàç âûïàëà ïÿò¼ðêàg,

C = f â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàëî äåñÿòüg:

Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âõîäÿò â ñîáûòèÿ A, B? Âûïèøèòå âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå C. Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû,
âõîäÿùèå â ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèéA è B, A è C, B è C. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëåííûå
ïàðû ñîáûòèé íåñîâìåñòíûìè? ßâëÿþòñÿ ëè íåñîâìåñòíûìè ñîá ûòèÿ A \ B è C?
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A, B,C è èõ ïåðåñå÷åíèéA\ B, A\ C, B\ C.

54. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþ ò ðåñïîí-
äåíòà äëÿ îïðîñà èç êëàññà, â êîòîðîì 12 þíîøåé è 15 äåâóøåê. Èçâåñòíî,
÷òî èç íèõ 4 þíîøè è 6 äåâóøåê ó÷àòñÿ íà îòëè÷íî ïî ìàòåìàòèêå. Ïóñòü
ñîáûòèå A îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàí þíîøà, ñîáûòèå B îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííûé
ó÷àùèéñÿ �� îòëè÷íèê, ñîáûòèå C �� âûáðàíà äåâóøêà-îòëè÷íèöà. Ñôîðìóëèðóéòå
ñëîâàìè ñîáûòèÿ A \ B, A \ C, B \ C. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A, B,C è èõ
ïåðåñå÷åíèéA\ B, A\ C, B\ C.

55. Äâà þíîøè è äâå äåâóøêè òÿíóò æðåáèé �� ÷åòûðå ñïè÷êè, èç êîòîðûõ äâå
êîðîòêèå è äâå äëèííûå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

A = f õîòÿ áû îäíà êîðîòêàÿ ñïè÷êà äîñòàëàñü äåâóøêåg,

B = f ñðåäè òåõ, êòî âûòÿíóë êîðîòêóþ ñïè÷êó, ðîâíî îäèí þíîøà g:

à) Ñôîðìóëèðóéòå ñëîâàìè ñîáûòèå A\ B.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A è A\ B.

4.3. Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé

Îïðåäåëåíèå. Îáúåäèíåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå,
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ñîáûòèé
A è B. Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé A è B îáîçíà÷àåòñÿ A [ B. Ýòî âûðàæåíèå
÷èòàåòñÿ ¾îáúåäèíåíèåA è B¿ èëè ïðîñòî ¾A èëè B¿.

Íà äèàãðàììå Ýéëåðà (ðèñ. 7) ïîêàçàíî ñîáûòèå A[ B.
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Ðèñ. 7. Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé A è B

Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò
äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

A =
�

â ñóììå âûïàëî ìåíåå ñåìè î÷êîâ
	

,

B =
�

âûïàëî îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ
	

:

Îáúåäèíåíèåì ñîáûòèé A è B áóäåò ñîáûòèå

A[ B =
�

âûïàëî îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ èëè
â ñóììå âûïàëî ìåíåå ñåìè î÷êîâ

�
:

Ðèñ. 8

Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ýòîãî ñîáûòèÿ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 8.

×òîáû íåïîñðåäñòâåííî íàéòè âåðîÿòíîñòü îáúåäèíå-
íèÿ ñîáûòèé A è B, íóæíî ó÷åñòü âåðîÿòíîñòè âñåõ ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ñîáû-
òèé A è B. Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå ñîáûòèå A[ B ñîñòîèò
èç 18 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ â îïûòå 36.

Ñëåäîâàòåëüíî, P(A[ B) = 18
36 = 1

2.

Óïðàæíåíèÿ

56. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû.
Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f ïðè êàæäîì áðîñêå âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g,

B = f âî âòîðîé ðàç âûïàëà åäèíèöàg,

C = f â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàëî ìåíüøå ïÿòè î÷êîâ g:

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ýòîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, îòâåòüòå íà âîïðîñû.

32



Ÿ 4. Îïåðàöèè ñ ñîáûòèÿìè

à) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþA?
á) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ B?
â) Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèå C.
ã) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé

A è B.
ä) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé

B è C.
å) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé

A è C.
æ) Êàêèå èç ñîáûòèéA, B è C ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè?
ç) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A, B, C è èõ îáúåäèíåíèé A[ B, A[ C è B[ C.
57. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ñ âûáîðîì îäíîãî ãîðîäà Ðîññèè ñ íà ñåëåíèåì

áîëåå 1 ìëí ÷åëîâåê (ñì. òàáëèöó íà ñ. 20) îïðåäåëèì ñîáûòèÿ

A =
�

íàñåëåíèå ãîðîäà ìåíåå 2 ìëí ÷åëîâåê
	

,

B =
�

ãîðîä íàõîäèòñÿ â åâðîïåéñêîé ÷àñòè Ðîññèè
	

:

à) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå A[ B.
á) Êàêèå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ïðèíàäëåæàò ñîáûòèþA[ B?
58. Â íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ A è B. Èç-

âåñòíî, ÷òî P(A) = 0,6, à P(B) = 0,7. Ìîãóò ëè ñîáûòèÿ A è B áûòü íåñîâìåñòíûìè?
59. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþ ò ðåñïîí-

äåíòà äëÿ îïðîñà èç êëàññà, â êîòîðîì 12 þíîøåé è 15 äåâóøåê. Èçâåñòíî,
÷òî èç íèõ 4 þíîøè è 6 äåâóøåê ó÷àòñÿ íà îòëè÷íî ïî ìàòåìàòèêå. Ïóñòü
ñîáûòèå A �� îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàí þíîøà, ñîáûòèå B �� îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííûé
ó÷àùèéñÿ �� îòëè÷íèê, ñîáûòèå C �� âûáðàíà äåâóøêà-îòëè÷íèöà. Ñôîðìóëèðóéòå
ñëîâàìè ñîáûòèÿ A [ B, A [ C, B [ C. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A, B,C è èõ
îáúåäèíåíèé A[ B, A[ C, B[ C.

60. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Íàé äèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî èëè íå ìåíåå òð¼õ;
á) âûïàëà åäèíèöà èëè áîëüøå ÷åòûð¼õ;
â) âûïàëî ìåíüøå ïÿòè èëè áîëüøå äâóõ.
61. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòó áðîñèëè ÷åòûðå ðàçà. Íàéäè òå âåðîÿò-

íîñòü ñîáûòèÿ:
à) ïåðâûå äâà ðàçà âûïàë îð¼ë èëè îð¼ë âûïàë õîòÿ áû òðè ðàçà;
á) îð¼ë âûïàë íå ìåíåå òð¼õ ðàç èëè ðåøêà âûïàëà íå ìåíåå òð¼õ ðàç;
â) ðåøêà âûïàëà ðîâíî äâà ðàçà èëè îð¼ë âûïàë ðîâíî òðè ðàçà.
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4.4. Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèþ A, �� ýòî ñî-
áûòèå, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, íå ïðè íàäëåæàùèõ
ñîáûòèþ A.

Îáîçíà÷àòü ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå áóäåì ÷åðòîé ñâåðõó. Í àïðèìåð, ñîáû-
òèå ¯̄A ïðîòèâîïîëîæíî ñîáûòèþ A.

ñîáûòèå A ñîáûòèå ¯̄A

Ðèñ. 9. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèÿ A è ¯̄A âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíû èëè ïðîòèâîïîëîæíû
äðóã äðóãó.

×òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¯̄A, íóæíî ó÷åñòü òîëüêî òå ýëåìåíòàðíûå
èñõîäû îïûòà, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñîáûòèþ A. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïûòà ðàâíà 1, ïîýòîìó

P(A) + P( ¯̄A) = 1:

Ñëåäîâàòåëüíî, P( ¯̄A) = 1 � P(A).

Ïðèìåð 3. Â îïûòå ïðîèçâîäèòñÿ ÷åòûðå áðîñàíèÿ ìîíåòû. Íàé-
ä¼ì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾õîòÿ áû ðàç âûïàë îð¼ë¿.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì íóæíîå ñîáûòèå A. Îíî ïðîòèâîïîëîæíî
ñîáûòèþ

¯̄A = f ÷åòûðå ðàçà âûïàëà ðåøêàg:

Ñîáûòèå ¯̄A íàñòóïàåò ïðè îäíîì èñõîäå (ÐÐÐÐ) èç 16 ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Ïîýòîìó P ( ¯̄A) =
1
16.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾õîòÿ áû ðàç âûïàë îð¼ë¿ ðàâíà

P(A) = 1 � P( ¯̄A) = 1 �
1
16 =

15
16 = 0,9375:
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Óïðàæíåíèÿ

62. Äîêàæèòå, ÷òî¯̄A [ A= W.
63. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáûòèÿA è ¯̄A íåñîâìåñòíû: A\ ¯̄A= ? .

64. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòó áðîñèëè òðè ðàçà. Ðàññìîòð èì ñîáûòèÿ

A = f âûïàëî òðè îðëà g,

B = f â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ëg,

C = f âûïàëî õîòÿ áû äâà îðëà g:

Ñôîðìóëèðóéòå ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ.
65. Â êëàññå20 ó÷àùèõñÿ, âîñåìü èç êîòîðûõ þíîøè. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì

îòáèðàþò äâóõ ó÷àùèõñÿ. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f îáà âûáðàííûõ �� þíîøè g,

B = f ñðåäè âûáðàííûõ ðîâíî îäíà äåâóøêà g,

C = f ñðåäè âûáðàííûõ íåò þíîøåé g:

Åñòü ëè ñðåäè ýòèõ ñîáûòèé âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûå? Ñôîðìó ëèðóéòå ñîáûòèå̄B̄.
66. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþ òñÿ ðå-

ñïîíäåíòû äëÿ îïðîñà. Èññëåäîâàòåëåé ÷àñòî èíòåðåñóþò ìíå íèÿ íå òîëüêî âñåõ
îáñëåäóåìûõ, íî è îòäåëüíûõ ãðóïï. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûáðàí ìóæ÷èíà g,

B = f âûáðàí æèòåëü ãîðîäàg,

C = f âûáðàí ïåíñèîíåð g:

Ñôîðìóëèðóéòå îïèñàíèÿ ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
à) A\ ¯̄B; á) ¯̄A \ B; â) A\ B\ ¯̄C; ã) A[ B\ C.
67. Â êîðîáêå 6 êðàñíûõ è 4 ñèíèõ ôëîìàñòåðà. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç íèõ

âûáèðàþò äâà ôëîìàñòåðà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) áóäåò âûáðàí õîòÿ áû îäèí ñèíèé ôëîìàñòåð;
á) áóäåò âûáðàí õîòÿ áû îäèí êðàñíûé ôëîìàñòåð.
68. Â ãðóïïå 11 ìóæ÷èí è 9 æåíùèí. Äëÿ ïñèõîëîãè÷åñêîãî òåñòà ñëó÷àéíûì

îáðàçîì âûáèðàþò òð¼õ ÷åëîâåê èç ýòîé ãðóïïû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) â ÷èñëî âûáðàííûõ âîéä¼ò õîòÿ áû îäíà æåíùèíà;
á) â ÷èñëî âûáðàííûõ âîéä¼ò õîòÿ áû îäèí ìóæ÷èíà.
69. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò ÷åòûðå ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ

áû îäèí ðàç âûïàëà øåñò¼ðêà.
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4.5. Ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Ýéëåðà äëÿ ïðîâåðêè
ñîâïàäåíèÿ ñîáûòèé

Ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà óäîáíî ïðîâåðÿòü ñîâïàäåíèÿ ñîáû òèé è äîêà-
çûâàòü òîæäåñòâà.

Ïðèìåð 4. Äîêàæåì ðàâåíñòâî

¯̄A \ ¯̄B = A[ B:

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîáðàçèì äèàãðàììó äëÿ ¯̄A\ ¯̄B. Îòìåòèì ¯̄A, çàòåì îòìåòèì
¯̄B (ñì. ðèñ. 10à á), à çàòåì �� èõ îáùóþ ÷àñòü (ñì. ðèñ. 10 â).

à) ñîáûòèå ¯̄A á) ñîáûòèå ¯̄B â) ñîáûòèå ¯̄A \ ¯̄B

Ðèñ. 10

Òåïåðü ïîñòðîèì äèàãðàììó äëÿ A[ B. Íóæíî çàêðàñèòü ÷àñòü ïðÿìîóãîëüíèêà,
íå âõîäÿùóþ â A[ B (ñì. ðèñ. 11).

Ðèñ. 11. Ñîáûòèå A[ B

Ìû âèäèì, ÷òî äèàãðàììû äëÿ îáîèõ âûðàæåíèé ñîâïàëè. Çíà÷èò , ðàâåíñòâî
âåðíî. J

36



Ÿ 5. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ÿ 5. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

5.1. Îáùàÿ ôîðìóëà ñëîæåíèÿ

Åñëè ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèéA è B, òî â ýòó ñóììó âîéäóò âåðîÿòíîñòè
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþùèõA è B, ïðè÷¼ì ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ,
ïðèíàäëåæàùèå A\ B, âñòðåòÿòñÿ â ýòîé ñóììå äâàæäû.

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà

P(A[ B) = P(A) + P(B) � P(A\ B):

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ïîñìîòðåòü íà äèà-
ãðàììó Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 12).

Ðèñ. 12. Èëëþñòðàöèÿ ê ôîðìóëå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ïðèìåð 5. Â íåêîòîðîì áàíêå äâà êðóãëîñóòî÷íûõ áàíêîìàòà. Êàæ-
äûé èç íèõ èñïðàâíî ðàáîòàåò íî÷üþ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî èñïðàâíî ðàáîòàþò îáà, ðàâíà 0,64. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî íàì óäàñòñÿ ñíÿòü íàëè÷íûå â ýòîì îòäåëåíèè áàíêà (òî åñòü ÷òî õîòÿ áû îäèí
èç áàíêîìàòîâ èñïðàâåí).

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ

A = f ïåðâûé áàíêîìàò èñïðàâåí g,

B = f âòîðîé áàíêîìàò èñïðàâåí g:

Òîãäà
A\ B =

�
îáà áàíêîìàòà èñïðàâíû

	
:

Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé íàì èçâåñòíû ïî óñëîâèþ. Ñîáûòèå
�

õîòÿ áû îäèí
áàíêîìàò èñïðàâåí

	
�� ýòî ñîáûòèå A[ B. Íàéä¼ì åãî âåðîÿòíîñòü:

P(A[ B) = P(A) + P(B) � P(A\ B) = 0,8+ 0,8� 0,64= 0,96:
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5.2. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè ñîáûòèÿA è B íåñîâìåñòíû, òî èõ
ïåðåñå÷åíèå ïóñòî, à ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ðàâí à íóëþ:

P(A\ B) = P(? ) = 0:

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B ïîëó÷àåì ôîðìóëó

P(A[ B) = P(A) + P(B):

5.3. Îáîáùåíèå ôîðìóë íà ñëó÷àé òð¼õ ñîáûòèé

Äëÿ ëþáûõ òð¼õ ñîáûòèéA, B è C ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèíèìà-
åò âèä

P(A[ B[ C) = P(A) + P(B) + P(C) � P(A\ B) � P(A\ C) � P(B\ C) + P(A\ B\ C):

Ñóòü ôîðìóëû: ÷òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ òð¼õ ñîáûòèé, íóæíî
ñëîæèòü èõ âåðîÿòíîñòè, âû÷åñòü âåðîÿòíîñòè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé è äîáàâèòü
âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ òð¼õ ñîáûòèé.

Âûâåäèòå ýòó ôîðìóëó ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Äëÿ âûâîäà
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äèàãðàììîé Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå.Åñëè ñîáûòèÿ A, B è C ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî

P(A[ B[ C) = P(A) + P(B) + P(C):

Óïðàæíåíèÿ

70. Â ýêñïåðèìåíòå ñ äâóêðàòíûì áðîñàíèåì èãðàëüíîé êîñòè
óêàæèòå êàêèå-íèáóäü äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ.

71. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì
ñîáûòèÿ

A =
�

ïðè êàæäîì áðîñêå âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî
	

,

B =
�

âî âòîðîé ðàç âûïàëà åäèíèöà
	

,

C =
�

â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ âûïàëî ìåíüøå ïÿòè î÷êîâ
	

:

à) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå âA\ B.
á) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå âA\ C.
â) Óêàæèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå âB\ C.
ã) ßâëÿþòñÿ ëè êàêèå-íèáóäü èç ñîáûòèéA, B è C íåñîâìåñòíûìè?
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72. Ñîáûòèþ U â õîäå íåêîòîðîãî îïûòà áëàãîïðèÿòñòâóþò ïÿòü ýëåìåíòàðíû õ
ñîáûòèé. Ñîáûòèþ V áëàãîïðèÿòñòâóþò âîñåìü ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Èç ýòèõ
âîñüìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íè îäíî íå áëàãîïðèÿòñòâóåò ñî áûòèþ U. Ñêîëüêî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþU [ V?

73. Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóþò8 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à ñîáûòèþ B ��
10 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Èç ýòèõ äåñÿòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïÿòü áëàãîïðè-
ÿòñòâóþò ñðàçó äâóì ñîáûòèÿì. Èçîáðàçèòå ñîîòâåòñòâóþùóþäèàãðàììó Ýéëåðà
è îòâåòüòå íà âîïðîñû.

à) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ A, íî íå áëàãî-
ïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþB?

á) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ B, íî íå áëàãî-
ïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþA?

â) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþA[ B?
74. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A =
�

â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ë
	

, B =
�

âî âòîðîé ðàç âûïàë îð¼ë
	

:

Âûïèøèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå êàæäîìó èç ýòèõ ñîáûòèé
è ñîáûòèþ A[ B.

75. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ïðåäñòàâüòå â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõñîáûòèé
ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

à) õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàëà ðåøêà;
á) îáà ðàçà âûïàëà îäíà è òà æå ñòîðîíà ìîíåòû.
76. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà óêàæèòå ñîáûòèåC, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
à) ñîáûòèåA íàñòóïèëî, à B �� íåò;
á) ñîáûòèå B íàñòóïèëî, à A �� íåò;
â) íàñòóïèëî õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé A è B;
ã) íå íàñòóïèëî íè îäíî èç ñîáûòèé A è B;
ä) íàñòóïèëè îáà ñîáûòèÿ A è B.
77. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà óêàæèòå ñîáûòèå: à)A[ ¯̄B; á) A[ B.
78. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

A = f âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g:

Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A\ B, è íàé-
äèòå P(A\ B), åñëè ñîáûòèåB ñîñòîèò â òîì, ÷òî:

à) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3;
á) âûïàëî íå÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ;
â) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 4;
ã) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 5.
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79. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

A = f âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g:

Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A[ B, è íàé-
äèòå P(A[ B), åñëè ñîáûòèåB ñîñòîèò â òîì, ÷òî:

à) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3;
á) âûïàëî íå÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ;
â) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 4;
ã) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 5;
80. Âñåãî â ñëó÷àéíîì îïûòå 60 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ñîáûòèÿ

A è B íåñîâìåñòíû. Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò19 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
à ñîáûòèþ B �� 28 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

à) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ ¯̄B?
á) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ ¯̄A?
â) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþA[ B?
ã) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ ¯̄A[ ¯̄B?
81. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f íà ïåðâîé êîñòè âûïàëà åäèíèöà g,

B = f íà âòîðîé êîñòè âûïàëà åäèíèöà g:

à) Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèåñîáûòèþ A[ B.
Îïèøèòå ýòî ñîáûòèå ñëîâàìè.

á) Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A\ B.
Îïèøèòå ýòî ñîáûòèå ñëîâàìè.

â) Íàéäèòå P(A[ B).
ã) Íàéäèòå P(A\ B).
82. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

U = f íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3g,

V = f íà âòîðîé êîñòè âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3g:

à) Âûäåëèòå â òàáëèöå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî îïûòà âñå ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèÿì U è V.

á) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ U \ V?
â) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå U \ V è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
ã) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå U [ V è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
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83. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

K = f íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g,

L = f íà âòîðîé êîñòè âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g:

à) Âûäåëèòå â òàáëèöå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî îïûòà ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèÿì K è L.

á) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ K \ L?
â) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ K [ L?
ã) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå K [ L è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
ä) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå K \ L è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
å) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå K \ ¯̄L è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
æ) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå ¯K̄ \ L è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
84. Íàðèñóéòå äèàãðàììû Ýéëåðà, èçîáðàæàþùèå ñîáûòèÿ:
à) A[ ¯̄B; á) ¯̄A [ C; â) A[ B; ã) A[ B[ C; ä) ¯̄A [ B[ C;
å) A[ B[ C; æ)A[ B[ C; ç) ¯̄A [ B[ ¯̄C.
85. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò òðè ðàçà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ñîáûòè ÿ

A = f âûïàë ðîâíî îäèí îð¼ë
	

,

B =
�

â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ëg,

C =
�

âûïàëî íå ìåíåå äâóõ îðëîâ
	

:

Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèÿ A[ B, A\ ¯̄C, ¯̄B [ C è íàéäèòå èõ âåðîÿòíîñòè.
86. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç ó÷àùè õñÿ øêîëû

âûáèðàþò ðåñïîíäåíòîâ. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûáðàí þíîøà g,

B = f âûáðàí ó÷àùèéñÿ äåñÿòîãî êëàññàg,

C = f âûáðàíà äåâóøêà èç äåñÿòîãî êëàññàg:

à) Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèÿ A\ B, A\ C, B\ C.
á) Åñòü ëè ñðåäè ñîáûòèéA, B è C íåñîâìåñòíûå?
â) Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèÿ A[ B, A[ C, B[ C.
ã) Âåðíî ëè ðàâåíñòâî B= B[ C?
ä) Âåðíî ëè ðàâåíñòâî B\ C= C?
å) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A\ B\ C.
æ) Âåðíî ëè, ÷òî P(A[ B[ C) = 1?
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87. Â øêîëüíîé ñòîëîâîé ïîñëå îáåäà áûëè ïðîäàíû äâà ïîñëåäíèõ ï èðîæêà.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

A = f õîòÿ áû îäèí ïèðîæîê êóïèë ó÷èòåëü g,

B = f ðîâíî îäèí èç äâóõ ïèðîæêîâ êóïèë ó÷àùèéñÿ g:

Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèÿ: à) A\ B; á) A[ B.
88. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå 20ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ñîáûòèþ A áëàãîïðè-

ÿòñòâóþò12 èç íèõ. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ ¯̄A?
89. Â íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì îïûòå ìîæåò ïðîèçîéòè ñîáûòèå K. Íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¯K̄, åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿK ðàâíà:

à) 0,4; á) 0,85; â) 0,13; ã) 1
2; ä) p.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü p?
90. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáûòèÿA è B íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíûìè, åñëè

P(A) = 0,73, à P(B) = 0,34.

91. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà
1
3, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ðàâíà

2
3.

Îáÿçàòåëüíî ëè ñîáûòèÿ A è B âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíû? Åñëè äà �� äîêàæèòå,
åñëè íåò �� ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòî íå òàê.

92. Ìîãóò ëè áûòü ïðîòèâîïîëîæíûìè ñîáûòèÿ C è D, åñëè:
à) P(C) = 0,25; P(D) = 0,75;
á) P(C) = 0,12; P(D) = 0,85;

â) P(C) = a
a + b

; P(D) =
b

a + b
, ãäåa > 0, b > 0;

ã) P(C) = 0,5+ n; P(D) = 0,5� n, ãäå� 0,56 n6 0,5;
ä) P(C) = 0,8+ m; P(D) = 0,8� m, ãäå� 0,26 m6 0,2;

å) P(C) = a2 + b2

(a+ b)2 ; P(D) = 2ab
(a+ b)2 , ãäåa> 0, b> 0?

93. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî
à) âûïàëà øåñò¼ðêà; á) âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ;
â) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3.
Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå

ñîáûòèþ ¯̄A, îïèøèòå ñîáûòèå ¯̄A ñëîâàìè è íàéäèòå P( ¯̄A).
94. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. ÑîáûòèåA ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñóììå íà

íèõ âûïàëî: à) 2 î÷êà; á) 12 î÷êîâ; â) ìåíåå 4 î÷êîâ; ã) áîëåå 10 î÷êîâ.
Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ îïèøèòå ñîáûòèå¯̄A ñëîâàìè è íàéäèòå P( ¯̄A).
95. Â êëàññå15ìàëü÷èêîâ è 10äåâî÷åê. Èç êëàññà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò

îäíîãî ó÷åíèêà. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

D = f âûáðàíà äåâî÷êàg:
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à) Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþD?
á) ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ D?
â) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå ¯̄D.
ã) ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü P( ¯̄D)?
96. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñèëè ÷åòûðå ðàçà. Îð¼ë ïðè ýòîì ìîæå ò âûïàñòü

1, 2, 3 èëè 4 ðàçà, à ìîæåò íå âûïàñòü íè ðàçó. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

×èñëî âûïàäåíèé îðëà 0 1 2 3 4

Âåðîÿòíîñòü
1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèþ:
à) îð¼ë íå âûïàë íè ðàçó; á) îð¼ë âûïàë áîëåå îäíîãî ðàçà;
â) ðåøêà âûïàëà ìåíåå òð¼õ ðàç;
ã) îð¼ë âûïàë íåèçâåñòíî ñêîëüêî ðàç, íî òî÷íî íå äâà ðàçà.
97. Èç êëàññà âûáèðàþò äâóõ ó÷åíèêîâ. Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå ¯̄B, åñëè

ñîáûòèå B ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
à) îáà âûáðàííûõ ó÷åíèêà �� ìàëü÷èêè;
á) âûáðàíû ó÷åíèêè îäíîãî ïîëà.
98. Â ëþñòðå ïÿòü íîâûõ ëàìïî÷åê. Ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òå÷åíèå

ãîäà:
à) ïåðåãîðèò õîòÿ áû îäíà èç íèõ;
á) ïåðåãîðÿò ðîâíî äâå ëàìïî÷êè;
â) ïåðåãîðÿò áîëåå òð¼õ ëàìïî÷åê;
ã) ïåðåãîðÿò ìåíüøå ÷åòûð¼õ ëàìïî÷åê.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå ¯̄A.
99. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà èçîáðàçèòå ñîáûòèåD, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
à) ñîáûòèåA íàñòóïèëî, à B �� íåò; á) ñîáûòèå B íàñòóïèëî, à A �� íåò;
â) íàñòóïèëî ñîáûòèå ¯̄A; ã) íàñòóïèëî ñîáûòèå ¯̄B.
100. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòó áðîñèëè òðèæäû. Ðàññìîòðè ì ñîáûòèÿ

A =
�

âûïàëî òðè îðëà
	

,

B =
�

â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ë
	

,

C =
�

âûïàëî õîòÿ áû äâà îðëà
	

:

Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèÿ ¯̄A, ¯̄B è ¯̄C.
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101. Â êëàññå20 ó÷àùèõñÿ, âîñåìü èç êîòîðûõ þíîøè. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì
îòáèðàþò äâóõ ó÷àùèõñÿ. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f îáà âûáðàííûõ �� þíîøè g,

B = f ñðåäè âûáðàííûõ ðîâíî îäíà äåâóøêà g,

C = f ñðåäè âûáðàííûõ íåò þíîøåé g:

à) Åñëè ñðåäè ýòèõ òð¼õ ñîáûòèé âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûå?
á) Ñôîðìóëèðóéòå îïèñàíèå ñîáûòèÿ ¯̄B.
102. Â ñîöèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþ òñÿ ñîâåð-

øåííîëåòíèå ðåñïîíäåíòû äëÿ îïðîñà. Èññëåäîâàòåëåé èíòåð åñóþò ðàñïðåäåëåíèå
ìíåíèé ïî âîçðàñòàì îïðîøåííûõ. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûáðàí ðåñïîíäåíò â âîçðàñòå îò 18 äî 25 ëåòg,

B = f âûáðàí ðåñïîíäåíò â âîçðàñòå îò 26 äî 40 ëåòg,

C = f âûáðàí ðåñïîíäåíò ñòàðøå 40 ëåòg,

D = f âûáðàí ðåñïîíäåíò ìóæñêîãî ïîëà g,

Ñôîðìóëèðóéòå îïèñàíèÿ ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
à) (A[ B) \ ¯̄D; á) ¯̄A \ ¯̄D; â) ¯̄C [ D; ã) (C \ D) \ D.
103. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

A = f âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g:

ñîáûòèå B çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
à) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3;
á) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 4;
â) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, áîëüøåå 4;
ã) âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, ìåíüøåå 3.
Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ âûïèøèòå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñîáû-

òèåA\ B, è íàéäèòå P(A\ B).
104. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ìåíüøå òð¼õ î÷êîâ g,

B = f íà âòîðîé êîñòè âûïàëî áîëüøå ÷åòûð¼õ î÷êîâg:

à) Â òàáëèöå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî îïûòà âûäåëèòå öâåòîì âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèÿì A, B è A\ B.

á) Ñôîðìóëèðóéòå ñîáûòèå A\ B è íàéäèòå åãî âåðîÿòíîñòü.
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105. Èç êëàññà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþò äâóõ ó÷åíèêîâ.
Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

D = f ïåðâûé âûáðàííûé ó÷åíèê �� äåâî÷êà g,

C = f âòîðîé âûáðàííûé ó÷åíèê �� äåâî÷êà g:

Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèÿ D [ C è D \ C.
106. Èç êëàññà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþò äâóõ ó÷åíèêîâ.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f ïåðâûé âûáðàííûé ó÷åíèê �� äåâî÷êà g,

B = f ñðåäè âûáðàííûõ ó÷åíèêîâ åñòü òîëüêî îäíà äåâî÷êàg:

Îïèøèòå ñëîâàìè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé.
107. Èç êëàññà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþò äâóõ ó÷åíèêîâ.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f ïåðâûé âûáðàííûé ó÷åíèê �� äåâî÷êà g,

C = f âòîðîé âûáðàííûé ó÷åíèê �� ìàëü÷èê g:

Îïèøèòå ñëîâàìè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé.
108. Ïîêóïàòåëü çàêàçàë òîâàð â äâóõ èíòåðíåò-ìàãàçèíàõ. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

C = f òîâàð äîñòàâÿò èç ïåðâîãî ìàãàçèíàg,

D = f òîâàð äîñòàâÿò èç âòîðîãî ìàãàçèíàg:

Îïèøèòå ñëîâàìè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé.
109. Ñòàðøåêëàññíèöà ïîñåùàåò äîïîëíèòåëüíûå çàíÿòèÿ íà êóðñàõ. Ðàññìîò-

ðèì ñîáûòèÿ

M = f çàâòðà ñîñòîÿòñÿ çàíÿòèÿ ïî àëãåáðåg,

G = f çàâòðà ñîñòîÿòñÿ çàíÿòèÿ ïî àíãëèéñêîìó ÿçûêóg:

Îïèøèòå ñëîâàìè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé.
110. Â õîäå íåêîòîðîãî îïûòà ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóþò6 ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé, ñîáûòèþ B �� 8 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïðè ýòîì äâà ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèÿ áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A \ B. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëà-
ãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ:

à) A\ ¯̄B; á) ¯̄A \ B; â) A[ B?
111. Â õîäå íåêîòîðîãî îïûòà ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóþò6 ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé, ñîáûòèþ B �� 8 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïðè ýòîì 10 ýëåìåíòàðíûõ
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ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A [ B. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëà-
ãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ:

à) A\ ¯̄B; á) ¯̄A \ B; â) A\ B?
112. Çàïèøèòå ôîðìóëîé ñîáûòèå, èçîáðàæ¼ííîå íà äèàãðàììå Ýéëå ðà (ðèñ. 13).

à) á)

Ðèñ. 13

113. Çàïèøèòå ôîðìóëîé ñîáûòèå, èçîáðàæ¼ííîå íà äèàãðàììå Ýéëå ðà (ðèñ. 14).

à) á)

Ðèñ. 14

114. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå Ýéëåðà ñîáûòèå:
à) A\ ¯̄B; á) ¯̄A \ ¯̄B; â) ¯̄A \ B; ã) A\ B.
115. Äîêàæèòå, ÷òî P(A [ B) > P(A) è P(A [ B) > P(B) äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé

A è B.
116. Äîêàæèòå, ÷òî P(A \ B) 6 P(A) è P(A \ B) 6 P(B) äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé

A è B.
117. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå Ýéëåðà ñîáûòèå:
à) A\ B\ C; á) A\ ¯̄B \ C; â) ¯̄A \ B\ ¯̄C; ã) A\ B\ C; ä) A\ B\ C.
118. Èçîáðàçèòå íà äèàãðàììå Ýéëåðà ñîáûòèå:
à) A\ (B[ C); á) A[ (B\ C); â) ¯̄A \ (B[ C); ã)A\ ( ¯̄B [ C); ä) A\ (B[ C);
å) A[ ( ¯̄B \ C); æ) ¯̄A [ (B\ ¯̄C); ç) A[ (B\ C); è) A[ ( ¯̄B \ C).
119. Ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Ýéëåðà äîêàæèòå ðàâåíñòâî:
à) (A[ B) \ (A\ B) = ( A\ ¯̄B) [ ( ¯̄A \ B); á) A\ (B[ C) = ( A\ B) [ (A\ C);

46



Ÿ 5. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

â) A[ (B\ C) = ( A[ B) \ (A[ C); ã) A\ B= ¯̄A[ ¯̄B; ä) A[ B= ¯̄A\ ¯̄B.
120. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g,

B = f âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 5g:

à) ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿA è B íåñîâìåñòíûìè?
á) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, âû÷èñëèòå P(A[ B).
121. Áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ g,

B = f âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, ìåíüøåå ÷åòûð¼õg:

à) ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿA è B íåñîâìåñòíûìè?
á) Îïèøèòå ñëîâàìè ñîáûòèå A[ B.
â) Âû÷èñëèòå P(A[ B).
122. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿC è D ïðîòèâîïîëîæíûìè, åñëè îíè íåñîâìåñòíû è:
à) P(C) = 0,5, P(D) = 0,4; á) P(C [ D) = 0,95; â) P(C) = 0,17, P(D) = 0,83;

ã) P(C) =
b2 + 1

2(b+ 1)2 , P(D) =
b

(b+ 1)2 , ãäåb> 0; ä) P(C) = sin2x, P(D) = cos2x?

123. Ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû. Äîêàæèòå, ÷òî B= ¯̄A, åñëè:

à) P(A) =
a

a + b
, P(B) =

b
a + b

; á) P(A) =
a2 + b2

(a+ b)2 , P(B) =
2ab

(a+ b)2 .

â) P(A) =
2pq

(p� q)2 , P(B) =
p2 � 4pq+ q2

( p � q)2 .

124. Ïîëüçóÿñü äèàãðàììîé Ýéëåðà, äîêàæèòå, ÷òî íåñîâìåñòíû ñî áûòèÿ:
à) A è ¯̄A\ B; á) ¯̄A \ ¯̄B è A\ ¯̄B.
125. Ïîëüçóÿñü äèàãðàììîé Ýéëåðà äîêàæèòå, ÷òî íåñîâìåñòíû ñîá ûòèÿ ¯̄A\ B,

A\ ¯̄B è A\ B.
126. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè óïðàæíåíèé 124 è 125, äîêàæèòå, ÷òî:
à) P(A[ B) = P(A) + P( ¯̄A \ B); á) P(A[ B) = P(A\ ¯̄B) + P( ¯̄A \ B) + P(A\ B).
127. Âû÷èñëèòå P(A[ B), åñëè:
à) P(A)= 0,8, P(B)= 0,6, P(A\ B)= 0,4; á) P(A)= 0,5, P(B)= 0,6, P(A\ B)= 0,3.
128. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèéA è B, åñëè:
à) P(A)= 0,8, P(B)= 0,6, P(A[ B)= 0,9; á) P(A)= 0,5, P(B)= 0,6, P(A[ B)= 0,8.
129. Ìîãóò ëè ñîáûòèÿ C è D áûòü òàêèìè, ÷òî:
à) P(C)= 0,6, P(D)= 0,7 è P(C\ D)= 0,2; á) P(C)= P(D)= 0,7, P(C\ D)= 0,49?
130. Èçâåñòíî, ÷òî P(A) = 0,4, P(B) = 0,8 è P(A \ B) = 0,2. Äîêàæèòå, ÷òî

ñîáûòèå A[ B ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì.
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Ãëàâà II. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñîáûòèé

131. Â íåêîòîðîé èãðå çàíÿòû äâîå èãðîêîâ. Èãðà ìîæåò îêîí÷èòüñÿ ïîáåäîé
îäíîãî èç íèõ ëèáî âíè÷üþ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé èãðî ê íå ïðîèãðàåò,
ðàâíà 0,4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ïðîèãðàåò âòîðîé èãðîê, ðàâíà 0,7. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðà îêîí÷èòñÿ âíè÷üþ.

132. Äâîå èãðàþò â íåêîòîðóþ èãðó. Èãðà ìîæåò îêîí÷èòüñÿ ïîáåäîé îäíîãî
èç èãðîêîâ ëèáî âíè÷üþ. Âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà ïåðâîãî èãðî êà ðàâíà 0,3.
Âåðîÿòíîñòü ïðîèãðûøà âòîðîãî èãðîêà ðàâíà 0,5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èãðà îêîí÷èòñÿ ïîáåäîé îäíîãî èç èãðîêîâ.

133. Äâîå èãðàþò â øàøêè. Ñèëû èãðîêîâ ðàâíû, íî íè÷üÿ íàñòóïàåò ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0,4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûèãðàåò ïåðâûé èãðîê.

134. Â íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ A è B.
Èçâåñòíî, ÷òî P(A) = 0,5, à P(B) = 0,56.

à) Ìîãóò ëè ñîáûòèÿ A è B áûòü íåñîâìåñòíûìè?
á) Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A\ B.
135. Ñîáûòèÿ U è V íåñîâìåñòíû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ, åñëè:
à) P(U) = 0,3, P(V) = 0,4; á) P(U) = 0,52, P(V) = 0,17;
â) P(U) = 1 � a, P(V) = 1 � b, ãäå06 a 6 1, 06 b 6 1;
ã) P(U) = a2 + ab+ b2, P(V) = ab, ãäå06 a+ b6 1.
136. Ìîãóò ëè ñîáûòèÿ A è B áûòü íåñîâìåñòíûìè, åñëè:
à) P(A)= 0,65, P(B)= 0,55; á) P(A)= 0,2, P(B)= 0,7; â) P(A)= a, P(B)= 2� a;

ã) P(A) = P(B) =
1

p
2

; ä) P(A) = P(B) =
1
3?

137. Íà äâåðè äâà çàìêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé çàìîê çàêðûò, ðàâíà
0,9. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé çàìîê çàêðûò, ðàâíà 0,8. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îáà çàìêà çàêðûòû, ðàâíà0,72. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) çàêðûò õîòÿ áû îäèí çàìîê;
á) îáà çàìêà îòêðûòû;
â) äâåðü çàïåðòà òîëüêî íà ïåðâûé çàìîê;
ã) äâåðü çàïåðòà òîëüêî íà îäèí çàìîê.
138. Ó ôèðìû òàêñè èìååòñÿ âñåãî äâà àâòîáóñà. Êëèåíò õî÷åò ñðî÷íî çàêàçàòü

îäèí àâòîáóñ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ïåðâûé àâò îáóñ ñâîáîäåí, ðàâíà
0,6. Òàêîâà æå âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñâîáîäåí âòîðîé àâòîáóñ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñâîáîäíû îáà àâòîáóñà, ðàâíà 0,36. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò çàêàçà:

à) ñâîáîäåí õîòÿ áû îäèí àâòîáóñ;
á) íè îäèí àâòîáóñ íå ñâîáîäåí;
â) ñâîáîäåí òîëüêî âòîðîé àâòîáóñ;
ã) ñâîáîäåí òîëüêî îäèí èç àâòîáóñîâ.
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139. Êëèåíò õî÷åò çàïèñàòüñÿ íà îáñëóæèâàíèå â àâòîñåðâèñ â îäèíèç äâóõ
äíåé �� â ñóááîòó èëè â âîñêðåñåíüå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóááîòó àâòîñåðâèñ
ñìîæåò ïðèíÿòü êëèåíòà, ðàâíà 0,8. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîñåðâèñ ñìîæåò
ïðèíÿòü êëèåíòà â âîñêðåñåíüå, ðàâíà0,9. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîñåðâèñ ñìîæåò
ïðèíÿòü êëèåíòà â ëþáîé èç äíåé, ðàâíà 0,72. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñåðâèñ:

à) ñìîæåò ïðèíÿòü êëèåíòà õîòÿ áû â îäèí èç âûõîäíûõ;
á) íå ñìîæåò ïðèíÿòü êëèåíòà íè â îäèí èç âûõîäíûõ;
â) ñìîæåò ïðèíÿòü êëèåíòà òîëüêî â ñóááîòó;
ã) ñìîæåò ïðèíÿòü êëèåíòà òîëüêî â âîñêðåñåíüå.
140. Äëÿ íîâîãîäíåãî ïðàçäíèêà ðóêîâîäñòâî ôèðìû õî÷åò çàêàçàò ü çàë íà

âå÷åð 30 äåêàáðÿ â îäíîì èç äâóõ ðåñòîðàíîâ: ¾Ïîëÿíà¿ èëè ¾Ëàãóíà¿. Êàæäûé çàë
ñâîáîäåí ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à ñ âåðîÿòíîñòüþ1� p óæå çàêàçàí. Îáà çàëà ñâîáîäíû
ñ âåðîÿòíîñòüþ p2. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) îêàæåòñÿ ñâîáîäåí òîëüêî îäèí èç çàëîâ (à äðóãîé óæå çàêàçàí);
á) îêàæåòñÿ ñâîáîäåí òîëüêî çàë â ðåñòîðàíå ¾Ïîëÿíà¿;
â) îáà çàëà óæå çàêàçàíû.

Âîïðîñû

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ñîáûòèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîá ûòèþ A.
2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîáûòèé.
3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîáûòèé.
4. Êàê ñâÿçàíû âåðîÿòíîñòè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé?
5. Êàê íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèå ñîáûòèé ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð?
6. Êàêèå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îïûòà âõîäÿò â ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñîáûòèé?
7. Êàêèå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îïûòà âõîäÿò â îáúåäèíåíèå äâóõ ñîáûòèé?
8. ×òî òàêîå íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ?
9. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé?
10. ×òî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé?
11. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûò èé?
12. Çàïèøèòå ôîðìóëó ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
13. Ñïðàâåäëèâà ëè ôîðìóëà

P(A[ B) = P(A) + P(B) � P(A\ B)

â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîáûòèÿA è B íåñîâìåñòíû?
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Ãëàâà III

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ÿ 6. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ìîæåò ëè îäíî ñîáûòèå âëèÿòü íà øàíñû äðóãîãî? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêî-
òîðîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ìîæíî ãîâîðèòü î íåñêîëüêèõ ñ îáûòèÿõ îäíîâðå-
ìåííî è äàæå ìîæíî óçíàòü èõ âåðîÿòíîñòè. Íî íàñòóïëåíèå îäí îãî èç ñîáûòèé
ìîæåò èçìåíèòü óñëîâèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòè
äðóãèõ ñîáûòèé. Êàê óçíàòü íîâûå âåðîÿòíîñòè?

Ïðèìåð 1. Áûëî áû ñïðàâåäëèâî, åñëè áû àâòîìîáèëüíûé ñòðàõî-
âîé ïîëèñ ñòîèë òåì äîðîæå, ÷åì âûøå âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ
äëÿ äàííîãî âîäèòåëÿ 1. Ïðèáëèçèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó-
÷àÿ èçâåñòíà. Êàê èçìåíèòñÿ âåðîÿòíîñòü àâàðèè è, ñòàëî áûòü, öåíà

ñòðàõîâêè ïðè óñëîâèè, ÷òî âîäèòåëü èìååò ìàëûé âîäèòåëüñêèé ñòàæ2? Ýòî íîâàÿ
âåðîÿòíîñòü �� óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü , è å¼ íóæíî óçíàòü.

Ïåðåéä¼ì íà áîëåå ôîðìàëüíûé ÿçûê. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýê ñïåðèìåíò
è ñëó÷àéíîå ñîáûòèå A â ýòîì ýêñïåðèìåíòå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïðîèçîøëî
íåêîòîðîå ñîáûòèå B è íàì îá ýòîì èçâåñòíî. Êàê èçìåíèëàñü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
A ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå B ïðîèçîøëî?

Îáîçíà÷èì ýòó óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (AjB). Ýòà çàïèñü ÷èòàåòñÿ ¾óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B¿ (âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà íå îçíà÷àåò äåëåíèå).

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì âèäîì âåðîÿòíîñòè. Ýòî îáû÷íàÿ
âåðîÿòíîñòü ñî âñåìè ïðèñóùèìè åé ñâîéñòâàìè. Â çàïèñè P (AjB) ñîáûòèå B,
óêàçàííîå ñïðàâà îò ÷åðòû3, íàïîìèíàåò íàì, ÷òî òåïåðü, êîãäà ñîáûòèå B ñ÷èòàåòñÿ
íàñòóïèâøèì, íîâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé åñò ü B, à óæå íåW.
Áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(A) ìû ñ òåì æå óñïåõîì ìîãëè áû îáîçíà÷èòü P (AjW).

Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå W ìîíåòó áðîñàþò äâà ðàçà. Ñîáû-

òèå A = f äâà ðàçà âûïàë îð¼ëg èìååò âåðîÿòíîñòü
1
4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èç-

1 Âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ëèøü îäèí èç ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ñòîèìîñòü ñòðàõîâàíèÿ.
2 Â Ðîññèè ìàëûì âîäèòåëüñêèì ñòàæåì ñ÷èòàåòñÿ ñòàæ ìåíåå äâóõ ëåò.
3 ÇàïèñüAjB íå îçíà÷àåò íîâîå ñîáûòèå è ñàìà ïî ñåáå íå óïîòðåáëÿåòñÿ.
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âåñòíî, ÷òî ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàë îð¼ë (ñîáûòèå B). Òåïåðü äëÿ íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèÿ A äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îð¼ë âûïàë åù¼ òîëüêî îäèí ðàç. Âåðîÿòíîñ òü ýòîãî

ðàâíà
1
2. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îäíî è òî æå ñîáûòèå A â óñëîâèÿõ èñõîäíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà W èìååò âåðîÿòíîñòü P(A) = P(AjW) =
1
4, à ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå B

íàñòóïèëî, âåðîÿòíîñòü òîãî æå ñîáûòèÿ A ñòàëà äðóãîé: P(AjB) =
1
2.

Êàê âû÷èñëÿòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè? Ìû óæå ñêàçàëè, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿò-
íîñòè íå îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò îáû÷íûõ âåðîÿòíîñ òåé. Ïîýòîìó äëÿ
óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âåðíû òå æå ôîðìóëû, ÷òî è äëÿ îáû÷íûõ âåðîÿòíîñòåé.
Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì.

Ðàçîáü¼ì ñîáûòèåA íà äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ A \ B è A \ ¯̄B. Òîãäà ïî
ôîðìóëå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P(AjB) = P(A\ BjB) + P(A\ ¯̄BjB):

Ñîáûòèå B óæå ïðîèçîøëî, ïîýòîìó ñîáûòèå A\ ¯̄B îñóùåñòâèòüñÿ íå ìîæåò. Çíà÷èò,
P(A\ ¯̄BjB) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

P(AjB) = P(A\ BjB):

Áóäåì ñ÷èòàòü (ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì), ÷òî
íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B íå ìåíÿåò îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé îïûòà, ïðèíàäëåæàùèõ B.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B íå ìåíÿåò îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé
äâóõ ëþáûõ ñîáûòèé, ñîäåðæàùèõñÿ âB, òî åñòü åñëè ñîáûòèÿC è D ñîäåðæàòñÿ
â ñîáûòèè B, òî

P(CjB)
P(DjB)

=
P(C)
P(D)

:

Ðèñ. 15.Íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ Â ìîæåò èçìåíèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé C è D,
íî íå ìîæåò èçìåíèòü èõ îòíîøåíèå
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Âìåñòî ñîáûòèÿ C ïîäñòàâèì ñîáûòèå A \ B, à âìåñòî ñîáûòèÿ D �� ñàìî
ñîáûòèå B. Ïîëó÷àåì

P(A\ BjB)
P(BjB)

=
P(A\ B)

P(B)
:

Åñëè ñîáûòèåB íàñòóïèëî, îíî òåì ñàìûì ïðåâðàòèëîñü â äîñòîâåðíîå. Çíà÷è ò,
P(BjB) = 1. Êðîìå òîãî, ìû ó÷ò¼ì, ÷òî P (A\ BjB) = P(AjB). Ïîëó÷àåì

P(AjB) =
P(A\ B)

P(B)
:

Ðàçóìååòñÿ, ýòà ôîðìóëà âåðíà òîãäà, êîãäà P(B) > 0. Åñëè P(B) = 0, òî óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè ïðè óñëîâèè B ìû íå îïðåäåëÿåì.

6.1. Ôîðìóëà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
è ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð

Èç ôîðìóëû óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

P(A\ B) = P(AjB)P(B):

Ýòó ôîðìóëó ÷àñòî íàçûâàþò ôîðìóëîé óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé .
Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè íàì âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå, ÷åì ìû äóìàåì. Ì û ìíîãî-

êðàòíî èìåëè äåëî ñ ñîñòàâíûìè îïûòàìè, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñ òàâèòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëåå ïðîñòûõ îïûòîâ.

Ïðèìåð 3. Â êîíöå ýêçàìåíà äâà îñòàâøèõñÿ ñòóäåíòà ïî î÷åðåäè
âûòÿãèâàþò ïî îäíîìó áèëåòó. Ïåðâûì áóäåò òÿíóòü Èâàíîâ, à â òî-
ðûì �� Ïåòðîâ. Íà ñòîëå îñòàëîñü òðè áèëåòà: âîñüìîé, ïÿòíàä öàòûé
è äåâÿòíàäöàòûé. Íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾Èâàíîâ âçÿë

áèëåò • 8, à Ïåòðîâ �� • 19¿.
Ðàññìîòðèì ýòîò ïðèìåð ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ. Âîçüì¼ì äâà ñîá ûòèÿ:

B =
�

Èâàíîâ âçÿë áèëåò • 8
	

, A =
�

Ïåòðîâ âçÿë áèëåò • 19
	

:

Â ïåðâîì îïûòå âûáèðàåò Èâàíîâ, è ó íåãî òðè ðàâíîâîçìîæíûõ è ñõîäà. Ïîýòîìó

P(B) =
1
3.

Âî âòîðîì îïûòå âûáèðàåò Ïåòðîâ, è ó íåãî êàæäûé ðàç åñòü äâà ðàâíîâîçìîæ-
íûõ èñõîäà, îäíàêî êàêèå ýòî èñõîäû �� çàâèñèò îò òîãî, ÷òî âû òÿíóë Èâàíîâ. Åñëè
Èâàíîâ âûòÿíóë áèëåò • 8, òî âûòÿíóòü áèëåò • 19 Ïåòðîâ ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
1
2, òî åñòü P(AjB) = 1

2.
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Çàìåòüòå, ìû çäåñü íå âû÷èñëÿëè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü, à íàøëè å¼ èç
ñîîáðàæåíèé ðàâíîâîçìîæíîñòè.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿA\ B ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå
óìíîæåíèÿ:

P(A\ B) = P(AjB) � P(B) =
1
2 �

1
3 =

1
6:

Ðèñ. 16

Óäîáíî èçîáðàçèòü âîçíèêàþùèå ñîñòîÿíèÿ òî÷-
êàìè. Åñëè èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïîïàñòü
â äðóãîå, ñîåäèíèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ëè-

íèÿìè (ð¼áðàìè) è îêîëî êàæäîãî ðåáðà ïîäïèøåì âå-
ðîÿòíîñòü ýòîãî ïåðåõîäà. Òàêîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå íàçûâàåòñÿäåðåâîì âåðîÿòíîñòåé . Äåðåâî äëÿ
ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà ïîêàçàíî íà ðèñ. 16.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ýêñïåðèìåíòà óäà-
ëîñü ïîñòðîèòü äåðåâî âåðîÿòíîñòåé è ïîíÿòü, êàêîâû
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè.

Òîãäà âåðîÿòíîñòè ñëîæíûõ ñîáûòèé ìîæ-
íî íàéòè óìíîæåíèåì óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ öåïî÷åê ð¼áåð. Èìåí-

íî ýòó âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà
óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ìîæåò î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò áåçóñëîâ-
íîé âåðîÿòíîñòè òîãî æå ñîáûòèÿ A. Âñ¼ çàâèñèò îò òîãî, êàêèå äîïîëíèòåëüíûå
ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â èñõîäíîì ýêñïåðèìåíòå.

Ïðèìåð 4. Íåò íè÷åãî íåâåðîÿòíîãî èëè óäèâèòåëüíîãî â òîì, ÷òî õîðîøî
ïîäãîòîâëåííûé øêîëüíèê îøèá¼òñÿ â íåñëîæíîé çàäà÷å, õîòÿ âåðîÿòíîñòü ýòîãî
ìàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè íåâåðîÿòíî, ÷òî ýòîò øê îëüíèê äîïóñòèò
êàêóþ-íèáóäü îøèáêó â ïÿòè ïðîñòûõ çàäà÷àõ ïîäðÿä.

À ÷òî, åñëè øêîëüíèê îøèáñÿ â ïåðâîé æå çàäà÷å? Èçìåíèëàñü ëèâåðîÿòíîñòü
ïÿòè íåóäà÷ ïîäðÿä? Äà. Ýòà âåðîÿòíîñòü ñòàëà áîëüøå, ïîòîì ó ÷òî òåïåðü
äîñòàòî÷íî îøèáèòüñÿ íå ïÿòü ðàç ïîäðÿä, à òîëüêî ÷åòûðå.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî øêîëüíèê îøèáñÿ óæå ÷åòûðå ðàçà. Òåïåðü âåðîÿòíîñòü
ïÿòè íåóäà÷ ñòàëà íàìíîãî âûøå. Îíà òåïåðü ðàâíà âåðîÿòíîñò è îäíîé îøèáêè.
Íî íàì ïî-ïðåæíåìó êàæåòñÿ, ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëü êó ìû íå ìîæåì
ïðåäñòàâèòü, ÷òî õîðîøî ïîäãîòîâëåííûé øêîëüíèê îøèá¼òñÿ ïîäðÿä ïÿòü ðàç.
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Êîíå÷íî, òàêèå ñëó÷àè êðàéíå ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ. Íî åñëè èñïûòàíèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ î÷åíü ìíîãî ðàç, ïîäîáíûå ìàëîâåðîÿòíûå ñîáûòèÿ ïðîè ñõîäÿò. Íàïðèìåð,
âî âðåìÿ ÅÃÝ, êîòîðûé ñäàþò ñîòíè òûñÿ÷ âûïóñêíèêîâ, âñòðå÷àþòñÿ õîðîøî
ïîäãîòîâëåííûå ó÷àùèåñÿ, ñëó÷àéíî äàâøèå íåâåðíûé îòâåò í à ïÿòü-ñåìü ïðîñòûõ
çàäàíèé ïîäðÿä. Èõ î÷åíü-î÷åíü ìàëî, íî íåñêîëüêî ÷åëîâåê í à âñþ ñòðàíó âïîëíå
ìîæåò áûòü.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþäè ÷àñòî ïóòàþò âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé A
è B è óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè A. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ, åù¼ ðàç
âîñïîëüçóåìñÿ îïûòîì ñ äâóêðàòíûì áðîñàíèåì ìîíåòû. Ñîáûò èå B ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ë, à ñîáûòèåA ñîñòîèò â òîì, ÷òî îð¼ë âûïàë îáà ðàçà.

Êàê ìû çíàåì, P(B) =
1
2 è P(A) =

1
4.

Ñîáûòèå A\ B ñîâïàäàåò ñ ñîáûòèåì A. Ïîýòîìó P (A\ B) = 1
4.

Åñëè æå ìû çíàåì, ÷òî ñîáûòèå B óæå îñóùåñòâèëîñü, òî òåïåðü äëÿ íàñòóï-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ A äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îð¼ë âûïàë åù¼ òîëüêî îäèí ðàç. Âåðîÿòíîñ òü

ýòîãî ðàâíà
1
2. Ïîýòîìó P(AjB) =

1
2.

Ôîðìóëà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè äà¼ò òîò æå ðåçóëüòàò:

P(AjB) =
P(A\ B)

P(B)
=

1
4 :

1
2 =

1
2:

Óïðàæíåíèÿ

141. Â ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò îäíó èãðàëüíóþ êîñòü. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) âûïàëî áîëüøå òð¼õ î÷êîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî;
á) âûïàëî ÷èñëî ïÿòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî íå÷¼òíîå ÷èñëî;
â) âûïàëî ÷èñëî, êðàòíîå 3, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî.
142. Â ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî:
à) â ñóììå âûïàëî áîëüøå äåñÿòè î÷êîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâûé ðàç âûïàëî

÷¼òíîå ÷èñëî;
á) â ñóììå âûïàëî áîëüøå äåâÿòè î÷êîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáà ðàçà âûïàëî

îäíî è òî æå;
â) â ñóììå âûïàëî ìåíåå ïÿòè î÷êîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âî âòîð îé ðàç âûïàëî

ëèáî äâà, ëèáî òðè.
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143. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíû ñîáûòèÿ A è B.
à) Íàéäèòå P(AjB), åñëè P(A) = 0,4, P(B) = 0,35, P(BjA) = 0,8.
á) Íàéäèòå P(B), åñëè P(A) = 0,4, P(AjB) = 0,56, P(BjA) = 0,7.
144. Áðîñàþò òðè ðàçëè÷íûå ìîíåòû. Èçâåñòíî, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà èç

íèõ âûïàëà îðëîì ââåðõ. Íàéäèòå óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) îð¼ë âûïàë ðîâíî íà äâóõ ìîíåòàõ;
á) îð¼ë âûïàë áîëüøå ÷åì íà îäíîé ìîíåòå.
145. Â ýêñïåðèìåíòå èç îòðåçêà[0; 1] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò îäíó

òî÷êó x. Èçâåñòíî, ÷òî x< 1
2. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) x> 1
3; á) x< 1

4; â) 1
4 < x< 1

3.
146*. Íà îêîøêå òîðãîâîé ïàëàòêè âèñèò îáúÿâëåíèå ¾ÎÒËÓ×ÈËÀÑÜ ÍÀ

10 ÌÈÍÓÒ¿. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïðàâäà: ïðîäàâùèöà âåðí¼òñÿ ðîâíî ÷åðåç
10 ìèíóò ïîñëå óõîäà. Â êàêîé-òî ìîìåíò Ï¼òð ïîäõîäèò ê ïàëàòêå è âèäèò
îáúÿâëåíèå. Ïåðåä Ïåòðîì ñòîèò Èâàí, êîòîðûé ãîâîðèò, ÷òî ï ðèø¼ë äâå ìèíóòû
íàçàä è ïðîäàâùèöû óæå íå áûëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷ò î Ïåòðó ïðèä¼òñÿ
æäàòü âîçâðàùåíèÿ ïðîäàâùèöû:

à) íå áîëåå ÷åòûð¼õ ìèíóò;
á) íå ìåíåå äâóõ ìèíóò;
â) áîëåå äåâÿòè ìèíóò.
Óêàçàíèå. Çà 0 âîçüì¼ì ìîìåíò óõîäà ïðîäàâùèöû, à çà 10�� ìîìåíò å¼

âîçâðàùåíèÿ. Îáîçíà÷èì ìîìåíò ïðèõîäà Ïåòðà ÷åðåç x. Òîãäà âåðîÿòíîñòè íóæíûõ
ñîáûòèé âû÷èñëÿþòñÿ êàê óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïðè óñëîâèèx> 2.

147. Òî÷êó ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàþò â êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé 2.
Èçâåñòíî, ÷òî îíà ïîïàëà âíóòðü êâàäðàòà KLMN ñî ñòîðîíîé 1.

Ïðè ýòîì óñëîâèè íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà îêàçàë àñü â êâàäðàòå
OPBQ(ñì. ðèñ. 17).

à) á) â)

Ðèñ. 17
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148. Â ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ìåíüøå òð¼õ î÷êîâ;
á) íà âòîðîé êîñòè âûïàëî áîëüøå ÷åòûð¼õ î÷êîâ.
149. Ìîíåòó áðîñàþò ïÿòü ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî òðè ðàçà âûïàë î ð¼ë.

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) â ïåðâûé ðàç âûïàë îð¼ë; á) âî âòîðîé ðàç âûïàë îð¼ë;
â) îð¼ë âûïàë âî âòîðîé è â ïÿòûé ðàç.
150. Êëåù ïåðåíîñèò çàáîëåâàíèå Ï., îïàñíîå äëÿ ñîáàê. Èçâåñòíî , ÷òî ñðåäè

ñîáàê, êîòîðûõ óêóñèë êëåù, çàáîëåâàþò òîëüêî3%. Åñëè ñîáàêó óêóñèë êëåù,
õîçÿåâàì ðåêîìåíäóþò ñäåëàòü àíàëèç êðîâè, êîòîðûé ó çäîðî âîé ñîáàêè â 98%
ñëó÷àåâ ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå çàáîëåâàíèÿ Ï. Èçâåñòíî, ÷òî 4% âñåõ àíàëèçîâ
ïîëîæèòåëüíûå, òî åñòü ïîêàçûâàþò íàëè÷èå çàáîëåâàíèÿ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî àíàëèçà íà ñàìîì äåëå ñîáà êà çäîðîâà.

6.2. Îøèáêà èãðîêà

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû âñòðåòèëèñü ñ òåì, êàê ìîæåò ïîäâåñò è âå-
ðîÿòíîñòíàÿ èíòóèöèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïåðåîöåíêà âåðîÿòíîñòè â ñîîòâåòñòâèè
ñ èçìåíèâøèìèñÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè.

Âîò åù¼ çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð ïîõîæåãî çàáëóæäåíèÿ. Â îøèáêó âïàäàåò çíà-
ìåíèòûé àâòîð äåòåêòèâîâ Ýäãàð Àëëàí Ïî â ñâî¼ì ðàññêàçå ¾Òàéíà Ìàðè Ðîæå¿.
Â ýïèëîãå åñòü ðàññóæäåíèå î òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå àâòîð âêëàäûâàåò
â óñòà ñâîåãî ãëàâíîãî ãåðîÿ Îãþñòà Äþïåíà:

¾Íàïðèìåð, îáû÷íîãî ÷èòàòåëÿ ïî÷òè íåâîçìîæíî óáåäèòü, ÷òî ïðè
èãðå â êîñòè äâóêðàòíîå âûïàäåíèå øåñò¼ðêè äåëàåò ïî÷òè íåâåðîÿòíûì
âûïàäåíèå å¼ â òðåòèé ðàç è äà¼ò âñå îñíîâàíèÿ ïîñòàâèòü ïðîòèâ ýòîãî
ëþáóþ ñóììó. Çàóðÿäíûé èíòåëëåêò íå ìîæåò ýòîãî âîñïðèíÿòü , îí íå ìîæåò
óñìîòðåòü, êàêèì îáðàçîì äâà áðîñêà, ïðèíàäëåæàùèå óæå ïðî øëîìó, ìîãóò
ïîâëèÿòü íà áðîñîê, ñóùåñòâóþùèé åù¼ ïîêà òîëüêî â áóäóùåì. Âîçìîæíîñòü
âûïàäåíèÿ øåñò¼ðêè êàæåòñÿ òî÷íî òàêîé æå, êàê è â ëþáîì ñëó÷àå, ��
òî åñòü çàâèñÿùåé òîëüêî îò òîãî, êàê èìåííî áóäåò áðîøåíà êî ñòü.
È ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàñòîëüêî î÷åâèäíûì, ÷òî âñÿêîå âîçðà æåíèå îáû÷íî
âñòðå÷àåòñÿ íàñìåøëèâîé óëûáêîé, à îòíþäü íå âûñëóøèâàåòñÿ ñ ïî÷òè-
òåëüíûì âíèìàíèåì. Ñóòü ñêðûòîé òóò îøèáêè �� ãðóáåéøåé îøè áêè �� ÿ íå
ìîãó îáúÿñíèòü â ïðåäåëàõ ìåñòà, ïðåäîñòàâëåííîãî ìíå çäåñ ü, à ëþäÿì,
èñêóø¼ííûì â ôèëîñîôèè, íèêàêîãî îáúÿñíåíèÿ è íå ïîòðåáóåò ñÿ¿.
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Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî Ýäãàð Ïî íå ìîæåò îáúÿñíèòü ¾ñóòü îøèáêè ¿ â ïðåäåëàõ
ïðåäîñòàâëåííîãî ìåñòà. Âðÿä ëè å¼ ìîæíî îáúÿñíèòü è áîëåå ï ðîñòðàííî. Ðàçáå-
ð¼ìñÿ â ýòîé ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè. Ïî ñ÷èòàåò, ÷òî âûïàäåíèå òð¼õ øåñò¼ðîê
ïîäðÿä �� î÷åíü ìàëîâåðîÿòíîå ñîáûòèå, à ïîýòîìó âûïàäåíèå äâóõ øåñò¼ðîê
ïîäðÿä äåëàåò òðåòüþ øåñò¼ðêó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîé.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A2 =
�

äâà ðàçà ïîäðÿä âûïàëà øåñò¼ðêà
	

è
A3 =

�
òðè ðàçà ïîäðÿä âûïàëà øåñò¼ðêà

	
:

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî äâå øåñò¼ðêè

âûïàëè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ P(A2) =
1
36. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òð¼õ øåñò¼ðîê

ïîäðÿä ñòàíîâèòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A3, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî äâå
øåñò¼ðêè óæå âûïàëè:

P(A3jA2) =
P(A2 \ A3)

P(A2)
=

P(A3)
P(A2)

=
1

216 :
1
36 =

1
6:

Èíûìè ñëîâàìè, òåïåðü ìû èìååì äåëî ñ âåðîÿòíîñòüþ îäíîé ïîñ ëåäíåé øåñò¼ðêè,
à ýòî ñîáûòèå âïîëíå âåðîÿòíî.

Ñêîðåå âñåãî, Ýäãàð Ïî íå ïðèíÿë âî âíèìàíèå òî, ÷òî âûïàäåíè å äâóõ øåñò¼-
ðîê ïîäðÿä ìåíÿåò óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà. Îøèáêó Ïî ìîæíî ïîÿ ñíèòü ñîâñåì ïðî-
ñòî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿäîì ñ èãðîâûì ñòîëîì íàõîäÿòñÿ äâîå çðèòåëåé. Ïåðâûé
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îòâë¼êñÿ è âåðíóëñÿ ê èãðå, êîãäà âûïàëè óæå òðè øåñò¼ðêè ïîäðÿä. Îí, êîíå÷íî,

óäèâë¼í �� âåäü äëÿ íåãî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà
1

216. Âòîðîé çðèòåëü íå
îòâëåêàëñÿ è âèäåë, êàê âûïàëè äâå ïåðâûå øåñò¼ðêè. Òîãäà òðåòüÿ øåñò¼ðêà åãî
óæå íå ñèëüíî óäèâëÿåò �� äëÿ íåãî âåðîÿòíîñòü òð¼õ øåñò¼ðîêñíà÷àëà âûðîñëà äî
1
36, à ïîòîì äî

1
6. Ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëüíîé òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ìû ïî÷åìó-òî ñ÷èòàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü òð¼õ øåñò¼ðîê íå ìåíÿåòñÿ
ïî ìåðå èçìåíåíèÿ óñëîâèé. Íî ýòî, êàê ìû òåïåðü ïîíèìàåì, íå âåðíî: óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìî ñòè îò òîãî, êàêèå
ñîáûòèÿ óæå íàñòóïèëè â õîäå ýêñïåðèìåíòà.

6.3. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýêñïåðèìåíò à íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà B1, B2, B3, ..., Bn (ñì. ðèñ. 18).

Ðèñ. 18. Ìíîæåñòâî Wðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñîáûòèÿB1,B2,B3, ... ,Bn

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò íåêîòîðîå ñîáûòèå A, òî ìîæíî çàïèñàòü î÷åâèäíîå
ðàâåíñòâî

P(A) = P(A\ B1) + P(A\ B2) + ...+ P(A\ Bn):

Âûðàçèâ âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèé ÷åðåç óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, ïîëó-
÷èì ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P(A) = P(AjB1) � P(B1) + P(AjB2) � P(B2) + ...+ P(AjBn) � P(Bn):

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòà ôîðìóëà ñûãðàëà âàæíóþ ðîëü è ñåé÷àñ àêòèâíî
èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ.
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Ïðèìåð 5. Â íåêîòîðîì ãîðîäå 4% âûïóñêíèêîâ îêàí÷èâàþò
ñïåöèàëèçèðîâàííûå øêîëû, îñòàëüíûå �� îáùåîáðàçîâàòåëü íûå.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî60 áàëëîâ è âûøå íà ÅÃÝ ïî ìàòåìà-
òèêå ïîëó÷èëè 35% âûïóñêíèêîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë è 74%

âûïóñêíèêîâ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ øêîë. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A =
�

ñëó÷àéíûé âûïóñêíèê â ãîðîäå ïîëó÷èò
íà ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå íå ìåíåå 60 áàëëîâ

�
:

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ýêñïåðèìåíò êàê âûáîð ñëó÷àéíîãî âûïóñêíèêà. Òî ãäà
êàæäûé âûïóñêíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèåâ ýòîì ýêñïåðèìåí-
òå. Îïðåäåëèì äâà ñîáûòèÿ:

B1 =
�

âûïóñêíèê îêàí÷èâàåò ñïåöèàëèçèðîâàííóþ øêîëó
	

è
B2 =

�
âûïóñêíèê îêàí÷èâàåò îáùåîáðàçîâàòåëüíóþ øêîëó

	
:

Ýòè äâà ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû è â ñîâîêóïíîñòè ïîêðûâàþò âñ¼ ì íîæåñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A =
�

âûïóñêíèê ïîëó÷èë íå ìåíåå 60 áàëëîâ
	

íàéä¼ì ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P(A) = P(AjB1) � P(B1) + P(AjB2) � P(B2):

Ïî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìû èìååì îöåíêè óñëîâíûõ âå ðîÿòíîñòåé:

P(AjB1) � 0,74 è P(AjB2) � 0,35:

Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé B1 è B2 íàì èçâåñòíû òî÷íî (íàïðèìåð, ïî äàííûì
ãîðîäñêîãî óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàíèÿ):

P(B1) = 0,04 è P(B2) = 0,96:

Òîãäà

P(A) = 0,74� 0,04+ 0,35� 0,96 � 0,03+ 0,34= 0,37

(çíà÷åíèÿ îêðóãëåíû äî ñîòûõ).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ãîðîäå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íå ìåíåå 60áàëëîâ íà ÅÃÝ
ïî ìàòåìàòèêå ïîëó÷àò îêîëî 37%âûïóñêíèêîâ.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè â íàøè ðàñ÷¼òû íå âõîäèò.

Óïðàæíåíèÿ

151. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå âîçìîæíû ñîáûòèÿ
A è B.

à) Íàéäèòå P(B), åñëè P(A) = 0,3, P(BjA) = 0,2, P(Bj ¯̄A) = 0,4.
á) Íàéäèòå P(A), åñëè P(BjA) = 0,8, P(Bj ¯̄A) = 0,6, P(B) = 0,72.
152. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé âçðîñëûé ãîðîæàí èí èìååò

ìîáèëüíûé òåëåôîí, ðàâíà 0,9. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ñåëü-
ñêèé æèòåëü èìååò ìîáèëüíûé òåëåôîí, ðàâíà 0,7. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ ãîðîæàí
ñðåäè âñåãî íàñåëåíèÿ ñòðàíû ñîñòàâëÿåò70%. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíî âûáðàííûé æèòåëü ñòðàíû èìååò ìîáèëüíûé òåëåôîí.

153. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A =
�

ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷åíèê øêîëû
èìååò ïÿò¼ðêó ïî ìàòåìàòèêå

�
,

B =
�

ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷åíèê øêîëû
èìååò ïÿò¼ðêó ïî ðóññêîìó ÿçûêó

�
:

Èçâåñòíî, ÷òî 10%ó÷àùèõñÿ øêîëû èìåþò ïÿò¼ðêè ïî ìàòåìàòèêå è 70%îòëè÷íè-
êîâ ïî ìàòåìàòèêå èìåþò ïÿò¼ðêó òàêæå è ïî ðóññêîìó ÿçûêó. Íà éäèòå âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ

A\ B =
�

ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷åíèê èìååò
ïÿò¼ðêè ïî îáîèì ïðåäìåòàì

�
:

154. Çàäíèå ôîíàðè äëÿ ñáîðêè àâòîìîáèëåé îïðåäåë¼ííîé ìàðêè ïî ñòàâëÿþò
äâà çàâîäà èç äâóõ ãîðîäîâ: Ê. è Â. Çàâîä â ãîðîäå Ê. ïîñòàâëÿåò40%âñåõ ôîíàðåé.
Ñðåäè èçäåëèé çàâîäà èç ãîðîäà Ê. áðàê ñîñòàâëÿåò2%. Ñðåäè èçäåëèé çàâîäà èç
ãîðîäà Â. áðàê ñîñòàâëÿåò3%. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé
ôîíàðü èìååò áðàê.

155. Ãîðîæàíå ñîñòàâëÿþò 70% íàñåëåíèÿ. Îñòàëüíûå æèòåëè �� ñåëüñêèå.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðîåêò íåêîòîðîãî çàêîíà îäîáðÿåò 50% æèòåëåé ñòðàíû. Ñðåäè
ãîðîæàí ýòîò ïðîåêò îäîáðÿåò 60%. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ äîëÿ ñåëüñêèõ æèòåëåé
îäîáðÿåò äàííûé çàêîí.

156. Ëåñíîé êëåù ïåðåíîñèò çàáîëåâàíèå Ï., îïàñíîå äëÿ ñîáàê. Èç âåñòíî,
÷òî ñðåäè ñîáàê, êîòîðûõ óêóñèë êëåù, çàáîëåâàþò òîëüêî3%. Åñëè ñîáàêó
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óêóñèë êëåù, õîçÿåâàì ðåêîìåíäóþò ñäåëàòü àíàëèç êðîâè, êîòîðûé ïîêàçûâàåò
íàëè÷èå çàáîëåâàíèÿ Ï. â 4% ñëó÷àåâ. Åñëè ñîáàêà áîëüíà, òî àíàëèç ïîêàçûâàåò
çàáîëåâàíèå â 98% ñëó÷àåâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àíàëèç îøèáî÷íî
ïîêàæåò çàáîëåâàíèå ó çäîðîâîé ñîáàêè.

157. Îïûòíûé îïåðàöèîíèñò áàíêà äîïóñêàåò îøèáêó ïðè ïðîâåäåíè è ñëîæ-
íîé îïåðàöèè â 1% ñëó÷àåâ. Íåîïûòíûé �� â 5% ñëó÷àåâ. Â áîëüøîì îòäåëåíèè
áàíêà èç 100 îïåðàöèîíèñòîâ 76 îïûòíûõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè
ïðîâåäåíèè îïåðàöèè ñëó÷àéíî âûáðàííûì îïåðàöèîíèñòîì îò äåëåíèÿ.

158. Îäèí ñêàçî÷íûé êîðîëü âñåãäà ñëåäîâàë ñîâåòàì ñîâåòíèêà. Î äíàæäû
êîðîëü ðåøèë, ÷òî ëó÷øå èìåòü äâóõ ñîâåòíèêîâ, ÷åì îäíîãî. Å ñëè ñîâåòíèêè
ñîâåòóþò îäíî è òî æå, òî íóæíî ñëåäîâàòü èõ ñîâåòó. Åñëè ñîâåòíèêè ðàñõîäÿòñÿ,
òî íóæíî ïðèíèìàòü ðåøåíèå, áðîñàÿ ìîíåòó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷ òî êàæäûé èç
ñîâåòíèêîâ äà¼ò íåçàâèñèìî îò äðóãîãî âåðíûé ñîâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ïðàâäà
ëè, ÷òî, èìåÿ äâóõ ñîâåòíèêîâ, êîðîëü áóäåò ÷àùå ïðèíèìàòü âåðíûå ðåøåíèÿ, ÷åì
èìåÿ îäíîãî? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ âåðíîãî ðåøåíèÿ ï ðè äâóõ ñîâåòíèêàõ?

6.4. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

Ïóñòü A è B �� ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàñ-
ñìîòðèì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (AjB) ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå B
ïðîèçîøëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P(AjB) = P(A):

Ýòî ðàâåíñòâî ãîâîðèò, ÷òî ñîáûòèåB íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿA. Â ýòîì
ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñêàçàòü, ÷òîñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ B.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A íå çàâèñèò îò B, òî è B íå çàâèñèò îò A. Çàïèøåì
îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

P(AjB) =
P(A\ B)

P(B)
:

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì P (AjB) = P(A), ïîëó÷èì

P(A\ B)
P(B)

= P(A), îòêóäà P(A\ B) = P(A) � P(B):

Âåðíî è îáðàòíîå �� åñëè âûïîëíåíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, òî ñ îáûòèå A íå
çàâèñèò îòB. Â ðàâåíñòâå

P(A\ B) = P(A) � P(B)

ñîáûòèÿ A è B ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, íî ñàìî ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ. Ïîýò îìó
åñëèA íå çàâèñèò îòB, òî è B íå çàâèñèò îòA.
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Ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé îêàçàëîñü âçàèìíûì. Ïîýòî ìó â êà÷åñòâå
îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç òð¼õ ðàâåíñòâ

P(AjB) = P(A), P(BjA) = P(B), P(A\ B) = P(A) � P(B):

Îáû÷íî îïðåäåëåíèåì ñ÷èòàþò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿ îäíîãî ýêñïåðèìåíòà íàçûâàþòñÿ
íåçàâèñèìûìè , åñëè âåðîÿòíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðî-
ÿòíîñòåé:

P(A\ B) = P(A) � P(B):

Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ýêñïåðèìåíòó, è â íàøåì
âûâîäå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî P (A) è P(B) ïîëîæèòåëüíû.

Âïðî÷åì, ïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ìîæíî ïðèìåí ÿòü è ê ñîáûòè-
ÿì ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïðèìåð 6. Èç ïåðâûõ 20 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàóäà÷ó âûáèðàþò
îäíî ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f âûáðàíî ÷¼òíîå ÷èñëîg, B = f âûáðàíî ÷èñëî, êðàòíîå 5g:

Ïîêàæåì, ÷òî äâà ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû.
Ñîáûòèå A âêëþ÷àåò10 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:

A = f 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20g:

Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíîâîçì îæíû,

P(A) =
10
20 =

1
2:

Ñîáûòèå B âêëþ÷àåò4 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ: B= f 5, 10, 15, 20g. Çíà÷èò,

P(B) =
4
20 =

1
5:

Ïåðåñå÷åíèå A\ B ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ:A\ B= f 10, 20g.
Ïîýòîìó

P(A\ B) =
2
20 =

1
10 =

1
2 �

1
5 = P(A) � P(B):

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèÿA è B íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 7. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Âûáåðåì ñîáûòèåA òàê, ÷òîáû
îíî áûëî ñâÿçàíî òîëüêî ñ áðîñêîì ïåðâîé êîñòè, íàïðèìåð,

A =
�

íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî áîëüøå òð¼õ î÷êîâ
	

:
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ñîáûòèå A ñîáûòèå B ñîáûòèå A\ B

Ðèñ. 19

Âûáåðåì ñîáûòèå B òàê, ÷òîáû îíî áûëî ñâÿçàíî òîëüêî ñ áðîñêîì âòîðîé êîñòè,
íàïðèìåð,

B =
�

íà âòîðîé êîñòè âûïàëî ìåíåå ïÿòè î÷êîâ
	

:

Ïîêàæåì, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.
Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòè âñåõ òð¼õ ñîáûòèé:

P(A) =
1
2, P(B) =

2
3 è P(A\ B) =

1
3:

Åñëè ìû âîçüì¼ì äâà ëþáûõ äðóãèõ ñîáûòèÿ, òàêæå ñâÿçàííûõ ñ äâóìÿ
ðàçíûìè êîñòÿìè, òî îíè òîæå áóäóò íåçàâèñèìû. Ýòî îáúÿñíÿå òñÿ îðãàíèçàöèåé
ýêñïåðèìåíòà �� íà âòîðîé áðîñîê íå âëèÿåò ðåçóëüòàò ïåðâîãî.

Îáðàòèòå âíèìàíèå �� íà ðèñ. 19 íàãëÿäíî âèäíà íåçàâèñèìîñò ü ñîáûòèé. Ñî-
áûòèåA çàíèìàåò ïîëîâèíó âñåé òàáëèöû (ðèñ. ñëåâà). Ýòî æå ñîáûòèåA çàíèìàåò
ïîëîâèíó ñîáûòèÿ B (ðèñ. ñïðàâà). Èíûìè ñëîâàìè, ñîáûòèå A çàíèìàåò îäèíàêî-
âóþ ÷àñòü âíóòðè âñåãî îïûòà è âíóòðè òîëüêî ñîáûòèÿB.

Åñëè äâà ñîáûòèÿ ïîëó÷åíû â äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòàõ, òî ýòè ñîáûòèÿ
áóäóò íåçàâèñèìûìè â íîâîì ñëîæíîì ýêñïåðèìåíòå, ïîëó÷åíí îì ñîåäèíåíèåì
ïåðâûõ äâóõ. Íà ïðàêòèêå íåçàâèñèìîñòü ýêñïåðèìåíòîâ îáû÷ íî îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñïîñîáîì èõ ïðîâåäåíèÿ.

Ñâîéñòâî. Åñëè ñîáûòèÿA è B íåçàâèñèìû, òî ñîáûòèÿ Ā è B, A è B̄, Ā è B̄
òàêæå íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¯̄A ïðè óñëî-
âèè B:

P( ¯̄AjB) = 1 � P(AjB):
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ A è B íåçàâèñèìû, P(AjB) = P(A). Çíà÷èò,

P( ¯̄AjB) = 1 � P(A) = P( ¯̄A),

à îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèÿ̄̄A è B íåçàâèñèìû.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ A è B̄. Ïðèìåíèâ äîêàçàí-

íîå ñâîéñòâî åù¼ ðàç ê íåçàâèñèìûì ñîáûòèÿì A è B̄, ïîëó÷èì, ÷òî ñîáûòèÿ Ā è B̄
òàêæå íåçàâèñèìû. J

Çàäà÷à 1.Â íåêîòîðîé ñåìüå äâîå äåòåé, èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé �� ìàëü÷èê.
Êàêîâà ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ðåá¼íêà �� ìàëü÷èê è (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ îäèíàêîâû)?

Ðåøèòå çàäà÷ó ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îòâåò :
1
2.

6.5. Äóáëèðîâàíèå æèçíåííî âàæíûõ ñèñòåì

Ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ïðèìåíÿåòñÿ â òåõíèêå äëÿ
ìíîãîêðàòíîãî ïîíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îòêàçîâ æèçíåííî âà æíûõ ñèñòåì. Ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð �� àâòîìîáèëüíûå òîðìîçà. Ñåé÷àñ àâòîìîáèë è îñíàùàþòñÿ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè òîðìîçíûìè ñèñòåìàìè. Îòêàç â êàæäîé ñèñòåìå ìîæåò ïðîèçîéòè
íåçàâèñèìî îò ðàáîòîñïîñîáíîñòè âòîðîé ñèñòåìû.

Ýòî óñëîæíåíèå êîíñòðóêöèè îïðàâäàíî. Îíî ñíèæàåò âåðîÿòí îñòü ïîëíîãî
îòêàçà òîðìîçîâ äî ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåëè÷èíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêàçà êàæäîé èç äâóõ òîðìîçí ûõ ñèñòåì
ðàâíà p = 0,0001. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñðåäíåì íà 10000íàæàòèé ïåäàëè òîðìîçà
ñëó÷àåòñÿ îäèí îòêàç. Ïðè òîì îãðîìíîì êîëè÷åñòâå àâòîìîáè ëåé, êîòîðûå ñåé÷àñ
çàïîëíÿþò êðóïíûå ãîðîäà, òàêàÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïðèâîä èëà áû ê åæåäíåâíûì
ìíîãî÷èñëåííûì àâàðèÿì. ×òî æå äà¼ò äóáëèðîâàíèå òîðìîçíî é ñèñòåìû? Ïðè
íàëè÷èè äâóõ íåçàâèñèìûõ òîðìîçíûõ êîíòóðîâ ïîëíûé îòêàç ñ èñòåìû ïðîèçîéä¼ò,
òîëüêî åñëè îòêàæóò îáà êîíòóðà, òî åñòü åñëèA1 �� îòêàç ïåðâîãî êîíòóðà, à A2 ��
îòêàç âòîðîãî êîíòóðà, òî òîðìîçà ïîëíîñòüþ îòêàçûâàþò ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ
A1 \ A2. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

P(A1 \ A2) = P(A1) � P(A2) = p2 = 10� 8:

Ýòà âåðîÿòíîñòü ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòêàç òîðìîçîâ �� ïðàêòè÷å-
ñêè íåâîçìîæíîå ñîáûòèå.

Çàäà÷à òåïåðü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáà êîíòóðà áûëè èñïðàâíû. Äëÿ ýòîãî
ñóùåñòâóþò ðåãëàìåíòíûå òåõíè÷åñêèå îáñëóæèâàíèÿ.
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Äóáëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïðèíöèïîì ïðè ïðîåêòèðîâ àíèè àâòîìî-
áèëåé, ñóäîâ èëè ñàìîë¼òîâ, ýëåêòðîñòàíöèé, áîëüíèö è äðóãèõ îáúåêòîâ, ãäå îòêàç
îáîðóäîâàíèÿ ìîæåò âûçâàòü æåðòâû èëè î÷åíü áîëüøèå ïîòåðè.

Â ïðèðîäå òàêæå âñòðå÷àåòñÿ äóáëèðîâàíèå âàæíûõ ñèñòåì: íàïðèìåð, áîëüøèí-
ñòâî âûñøèõ æèâîòíûõ èìååò äâà îðãàíà ñëóõà, äâà íåçàâèñèìûõ îðãàíà çðåíèÿ.

Âîïðîñû

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.
2. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî ÷åìó ðàâíà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B?
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äóáëèðîâàíèÿ æèçíåííî âàæíûõ ñèñòåì â ïð èðîäå è â

òåõíèêå.

Óïðàæíåíèÿ

159. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîáûòèÿA è B íåçàâèñèìû, òî ñîáûòèÿ
A è ¯̄B òàêæå íåçàâèñèìû

160. Ñîáûòèÿ A è B òàêîâû, ÷òî A ïðîèñõîäèò âñåãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò B.
×åìó ðàâíà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B?

161. Â êîìïüþòåðíîé èãðå ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ. Âåðîÿòí îñòü ïðîéòè
êàæäûé ýòàï (ïîñëå òîãî êàê ïðîéäåí ïðåäûäóùèé) ðàâíà 0,1. Èçîáðàçèòå äåðåâî
âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Íàéäèòå âåðî ÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê
äîéä¼ò äî òðåòüåãî ýòàïà, íî íå ïðåîäîëååò ÷åòâ¼ðòûé.

162. Íà ðèñ. 20 èçîáðàæåíî äåðåâî âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîãî ýêñïå ðèìåíòà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) A; á) B; â) A[ B; ã) ¯̄A; ä) A\ B.

Ðèñ. 20
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163. Íà ðèñ. 21 èçîáðàæåíî äåðåâî âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîãî ýêñïå ðèìåíòà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) A; á) B; â) A[ B; ã) ¯̄A; ä) A\ B.

Ðèñ. 21

164. Ñåðãåé ïîäãîòîâèë òîëüêî ïåðâûé áèëåò èç äâàäöàòè. Áèëåòû íà ýêçàìåíå
äîñòàþòñÿ ñëó÷àéíî è ïî î÷åðåäè. Ñåðãåé òÿíåò áèëåò âòîðûì.

à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ñåðãåþ äîñòàíåòñÿ ïåðâûé áèëåò.
á) Ïîâëèÿëî ëè íà âåðîÿòíîñòü âûòÿíóòü ïåðâûé áèëåò òî, ÷òî Ñ åðãåé áûë

âòîðûì?
165. Ñðåäè àêêóìóëÿòîðîâ, ñäåëàííûõ íà çàâîäå À., 20 % èìåþò ñêðûòûé

äåôåêò. Ñðåäè àêêóìóëÿòîðîâ, ñäåëàííûõ íà çàâîäå Á.,10%èìåþò ñêðûòûé äåôåêò.
Çàâîä À. ïîñòàâëÿåò íà ðûíîê 40% âñåõ àêêóìóëÿòîðîâ, îñòàëüíûå àêêóìóëÿòîðû
ïîñòàâëÿåò çàâîä Á. Ïîêóïàòåëü íå âûáèðàåò ïðîèçâîäèòåëÿ,à áåð¼ò àêêóìóëÿòîð,
èìåþùèéñÿ â íàëè÷èè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåíí ûé àêêóìóëÿòîð
îêàæåòñÿ êà÷åñòâåííûì (íå èìååò äåôåêòîâ).

166. Ñòðåëîê äåëàåò òðè âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîðàçèòü ìèøåíü
ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà0,7íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ âûñòðåëîâ.
Èçîáðàçèòå äåðåâî âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ýêñïåðèìåíòà è íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ìèøåíü áóäåò ïîðàæåíà:

à) õîòÿ áû îäèí ðàç;
á) ðîâíî äâà ðàçà;
â) õîòÿ áû äâà ðàçà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûé âûñòðåë çàêîí÷èëñÿ ïîïàäàíèåì.
167. Âåðîÿòíîñòü ïîðàçèòü ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Ñòðåëîê

äåëàåò òðè âûñòðåëà. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A =
�

ïåðâûå äâà âûñòðåëà óäà÷íûå
	

,

B =
�

âñå òðè âûñòðåëà óäà÷íûå
	

:

Íàéäèòå: à) P(A); á) P(B); â) P(A\ B); ã) P(BjA).
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168. Â íåêîòîðîé ìåñòíîñòè âåðîÿòíîñòü óñòîé÷èâîé ñîòîâîé ñâÿç è ðàâíà 0,3.
Åñëè ñâÿçü óñòîé÷èâàÿ, òî ÑÌÑ îòïðàâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ0,99. Åñëè ñâÿçü
íåóñòîé÷èâàÿ, òî ÑÌÑ îòïðàâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,75.

à) Èçîáðàçèòå äåðåâî âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ýêñïåðèìåíòà.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÑÌÑ áóäåò îòïðàâëåíà.
169. Íà ðèñ. 22 èçîáðàæåíî äåðåâî âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîãî ýêñïå ðèìåíòà.

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå S. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ N.

Ðèñ. 22

170. Ñëó÷àéíûé îïûò ñîñòîèò â äâóêðàòíîì áðîñàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû.
Èçîáðàçèòå äåðåâî âåðîÿòíîñòåé ýòîãî îïûòà. Ïîëüçóÿñü äåðåâîì, íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ ÎÐ.

171. Ñëó÷àéíûé îïûò ñîñòîèò â ñòðåëüáå ïî ìèøåíè. Ñòðåëîê äåëàåòâñåãî äâà
âûñòðåëà. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8, ïðè âòîðîì ��
0,9. Íàðèñóéòå äåðåâî âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ýêñïåðèìåíòà è íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
èñõîäà ¾ïåðâûé âûñòðåë íåóäà÷íûé, âòîðîé óäà÷íûé¿.

172. Íà ðèñ. 23 èçîáðàæåíà ñõåìà äîðîæåê. Ïåøåõîä âûõîäèò èç òî÷êè S
è äâèãàåòñÿ ïî äîðîæêàì, ñëó÷àéíî âûáèðàÿ äîðîæêó íà êàæäîéðàçâèëêå (íî íå
âîçâðàùàÿñü îáðàòíî). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåøåõ îä ïîïàä¼ò â òî÷êó M.

Ðèñ. 23
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Ãëàâà III. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ðèñ. 24

173. Íà ðèñ. 24 ïîêàçàíà ñõåìà äîðîæåê â ïàðêå. Ïåøåõîä íà÷èíàåò ï ðîãóëêó
ïî ïàðêó èç òî÷êè S. Íà êàæäîé ðàçâèëêå îí âûáèðàåò äàëüíåéøèé ïóòü ñëó÷àéíî
(íî íå ïîâîðà÷èâàåò íàçàä). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî î í:

à) ïðèä¼ò â òî÷êóE; á) ïðèä¼ò â îäíó èç òî÷åêB èëè C;
â) ïðèä¼ò â òî÷êóE ïðè óñëîâèè, ÷òî îí óæå ïðèø¼ë â òî÷êó K;
ã) ïîïàä¼ò â îäíó èç òî÷åê B èëè F ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïðèø¼ë â òî÷êó K.
174. Íà ðèñ. 25 èçîáðàæåíà ñõåìà äîðîæåê. Ïåøåõîä âûõîäèò èç òî÷êè S

è äâèãàåòñÿ ïî äîðîæêàì, ñëó÷àéíî âûáèðàÿ äîðîæêó íà êàæäîé ðàçâèëêå (íî
íå âîçâðàùàÿñü îáðàòíî). Ñîáûòèå A âûäåëåíî íà ðèñóíêå �� îíî ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïåøåõîä ïîïàë â îäíó èç òð¼õ òî÷åê.

Ðèñ. 25

Íàéäèòå: à) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A;
á) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåøåõîä ïðèø¼ë â òî÷êó M.
175. Çàêàç íà ïå÷àòü êíèãè èçäàòåëüñòâî ðàçìåñòèëî â äâóõ òèïîãðàôèÿõ �� À è

Á. Òèïîãðàôèÿ À ïå÷àòàåò60% òèðàæà, òèïîãðàôèÿ Á �� îñòàâøèåñÿ ýêçåìïëÿðû.
Êíèãà ìîæåò îêàçàòüñÿ ñ áðàêîì (ïåðåïóòàííûå èëè ïåðåâ¼ðíóòûå ñòðàíèöû,
îáëîæêà îò äðóãîé êíèãè è ò. ï.). Â òèïîãðàôèè À âåðîÿòíîñòü áðàêà êíèãè ðàâíà
0,02, â òèïîãðàôèè Á âåðîÿòíîñòü áðàêà0,04. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ êíèãà, êóïëåííàÿ â ìàãàçèíå, áóäåò áðàêîâàííîé.
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Ÿ 6. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

176. Îäíà èç ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ïðîâåëà àíàëèç â îáëàñòè ñòðàõîâ àíèÿ
àâòîìîáèëåé. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà âûÿâëåíî òðè ôàêòà:

1) 80%êëèåíòîâ �� îïûòíûå âîäèòåëè (ñî ñòàæåì âîæäåíèÿ áîëüøå 2 ëåò);20%
êëèåíòîâ �� íåîïûòíûå âîäèòåëè;

2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ îïûòíûì âîäèòåëåì íà ïðîòÿæåíèè ã îäà ïðîèçîéä¼ò
ñòðàõîâîé ñëó÷àé, ðàâíà0,015;

3) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðàõîâîé ñëó÷àé â òå÷åíèå ãîäà ïðîèçîéä¼ò ñ íåîïûò-
íûì âîäèòåëåì, ðàâíà 0,034.

Îïèðàÿñü íà ýòè äàííûå, èçîáðàçèòå äåðåâî âåðîÿòíîñòåé è íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûì âîäèòåëåì �� êëèåíòîì ýòîé êîìïàíèè íå
ïðîèçîéä¼ò ñòðàõîâîé ñëó÷àé â òå÷åíèå ãîäà.

177. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ò îãî, ÷òî
âûïàäåò õîòÿ áû îäèí îð¼ë.

178. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñàþò òðè ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íàñòóïèò ýëåìåíòàðíûé èñõîä ÎÐÎ.

179. Â àâòîìîáèëå äâå íåçàâèñèìûå òîðìîçíûå ñèñòåìû. Âåðîÿòíîñ òü òîãî,
÷òî îäíà ñèñòåìà îòêàæåò ïðè òîðìîæåíèè, ðàâíà 0,00001. Òàêàÿ æå âåðîÿòíîñòü
îòêàçà âòîðîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = f îòêàç ïåðâîé ñèñòåìûg, B = f îòêàç âòîðîé ñèñòåìûg:

à) Çàïèøèòå ôîðìóëîé ñîáûòèå ¾îáå ñèñòåìû îòêàæóò ïðè òîðìî æåíèè¿.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå òîðìîçíûå ñèñòåìû ñëó÷ àéíî îòêàæóò.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè A.
ã) Âî ñêîëüêî ðàç âåðîÿòíîñòü P(BjA) âûøå, ÷åì P(A\ B)? ×åì ìîæíî îáúÿñíèòü

ýòî îòëè÷èå?
180. Â îòäåëåíèè áàíêà ñòîÿò äâà êðóãëîñóòî÷íûõ áàíêîìàòà. Óòðîì êàæäûé

èç íèõ íåèñïðàâåí ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óòðîì õîòÿ
áû îäèí áàíêîìàò èñïðàâåí.

181. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ÷åòûð¼õêðàòíîì áðîñàíèè ñèììåòðè÷í îé ìîíåòû.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü èñõîäà ÐÐÎÐ.

182. Ñòðåëîê ñòðåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åòûðå ðàçà ïî ìèøåíÿì, ï ðè ýòîì
ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ âûñòðåëîâ íå ñêàçûâàþòñÿ íà ïîñëåäóþùèõ. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7, ïðè âòîðîì è ïîñëåäóþùèõ âûñòðåëàõ
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ðàâíà 0,9. Îáîçíà÷èì ïîïàäàíèå áóêâîé Ï, ïðîìàõ ��
áóêâîé Í. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ÍÍÏÏ.

183. Â èíòåðíåò-ìàãàçèíå òðè òåëåôîííûõ îïåðàòîðà. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò
îïåðàòîð çàíÿò ðàçãîâîðîì ñ êëèåíòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ.
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Ãëàâà III. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Êëèåíò çâîíèò â ìàãàçèí. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòî ò ìîìåíò âñå
îïåðàòîðû çàíÿòû.

184. Â òåñòå ïî õèìèè òðè ÷àñòè. ×òîáû ïðîéòè òåñò, ó÷àùèéñÿ äîëæåí
ïîëó÷èòü íå ìåíåå 6 áàëëîâ çà êàæäóþ ÷àñòü. Ó÷àùèéñÿ Â. ëó÷øå ïîäãîòîâëåí
ê ïåðâîé ÷àñòè �� âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íå ìåíåå 6 áàëëîâ çà ïåðâóþ ÷àñòü ðàâ-
íà 0,9, çà âòîðóþ �� 0,5, çà òðåòüþ ��0,4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àùèéñÿ
Â. íå ïðîéä¼ò òåñò.

185. Ñèñòåìíûé àäìèíèñòðàòîð îáñëóæèâàåò òðè íåçàâèñèìûõ ñåðâåðà. Âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå äíÿ ïåðâûé ñåðâåð ïîòðåáóåò âìåøàòåëüñòâà, ðàâíà
0,3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ñåðâåð ïîòðåáóåò âìåøàòåëüñòâà, ðàâíà0,2.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòèé ñåðâåð ïîòðåáóåò âìåøàòåëüñòâà, ðàâíà0,1. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ñëó÷àéíîãî âçÿòîãî äíÿ íè îä èí èç ñåðâåðîâ íå
ïîòðåáóåò âìåøàòåëüñòâà.

186. Â áàíêå òðè îêíà ðàáîòû ñ êëèåíòàìè. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âåðîÿ òíîñòü
òîãî, ÷òî îêíî çàêðûòî (íåò îïåðàòîðà, íåèñïðàâíî îáîðóäîâ àíèå è ò. ï.), ðàâíà
0,9. Îêíà ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â áàíê çàõîäèò êëèåíò. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ðàáîòàåò õîòÿ áû îäíî îêí î.

187. Â ñåìüå äâà ðåá¼íêà. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç äåòåé �� ìàëü÷èê. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ðåá¼íîê äåâî÷êà (ñ÷èòàéòå, ÷òî âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ
ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê îäèíàêîâû).

188. Â ñåìüå äâà ðåá¼íêà ðàçíîãî âîçðàñòà. Èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé�� ìàëü÷èê.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìëàäøèé ðåá¼íîê äåâî÷êà (ñ÷èòàéòå, ÷òî âåðîÿòíî-
ñòè ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê îäèíàêîâû).

189. Ñòðåëîê äåëàåò òðè âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàí èÿ ïðè
êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) áóäåò ðîâíî äâà ïîïàäàíèÿ;
á) áóäåò ðîâíî äâà ïîïàäàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûé âûñòðåë óñïåøíûé;
â) áóäåò ðîâíî äâà ïîïàäàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûé âûñòðåë íåóäà÷íûé.
190. Ìíîãîêðàòíî ïîäáðàñûâàÿ èãðàëüíóþ êîñòü, ñóììèðóþò âûïàâ øèå î÷êè.

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ñóììà âûïàâ øèõ î÷êîâ áûëà ðàâ-
íà 3.

191*. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè íåñêîëüêî ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò
ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ñòàëà ðàâíà 3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê ýòîìó ìîìåíòó
áûëî ñäåëàíî ðîâíî: à) òðè áðîñêà; á) äâà áðîñêà; â) îäèí áðîñ îê.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 190.
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Ãëàâà IV

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Ÿ 7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

7.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Ñ âåëè÷èíàìè ìû âñòðå÷àåìñÿ î÷åíü ÷àñòî. Îáû÷íî îíè âîçíèêà þò â ðåçóëüòàòå
èçìåðåíèé èëè âû÷èñëåíèé. Íà ñàìîì äåëå ìíîãèå èç íèõ ÿâëÿþò ñÿ ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè �� òî åñòü èõ çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ñëó÷àéíîì ýêñ ïåðèìåíòå.

Ïîãðåøíîñòè ïðèáîðîâ è äðóãèå ñëó÷àéíûå ôàêòîðû ïðåâðàùàþ ò ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé â ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Òèïè÷íûé ïðèìåð �� ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ àðòåðèàëüíîãî äàâëåíèÿ ÷åëîâåêà.
Èíñòðóêöèÿ ê òîíîìåòðó 1 ðåêîìåíäóåò ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ íåñêîëüêî ðàç ÷åðåç
îïðåäåë¼ííûå èíòåðâàëû âðåìåíè è óñðåäíèòü ðåçóëüòàòû. Îäíîãî èçìåðåíèÿ íåäî-
ñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íåóñòîé÷èâû èç-çà äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ
ôàêòîðîâ, êîòîðûå ìû íå ìîæåì ó÷åñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäîì ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áîëüøèìè ëàòèíñêèì è áóêâàìè
X, Y è ò. ï., à èõ çíà÷åíèÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè �� ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.
Íàïðèìåð, ìîæíî íàïèñàòü X = a, Y = b è ò. ï.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ìîíåòó
áðîñàþò äâà ðàçà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX �� ÷èñëî âûïàâ-
øèõ îðëîâ. Ýòîò ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ îä íèì

Ýë. èñõîä OO OP PO PP

X 2 1 1 0

èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé: ÐÐ, ÐÎ, ÎÐ, ÎÎ. Â çàâèñèìîñ òè îò òîãî, ÷åì
çàêîí÷èòñÿ ýòîò ýêñïåðèìåíò, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèìåò çíà÷åíèå 0, 1 èëè 2.

1 Òîíîìåòð �� ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ äàâëåíèÿ.
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Îáðàòèòå âíèìàíèå �� ýëåìåíòàðíûé èñõîä ýêñïåðèìåíòà è ñëó ÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà �� ðàçíûå îáúåêòû. Â îïûòå íàñòóïàåò èñõîä, à ýòîìó èñõî äó ñîîòâåòñòâóåò
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èíîãäà ðàçíûå èñõîäû ïîðîæäà þò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �� êàê â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå, ê îãäà èñõîäû ÎÐ
è ÐÎ äàëè îäíî è òî æå çíà÷åíèå X = 1.

Ïðèìåð 2. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Îïðåäåëèì ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê íàèìåíüøåå èç âûïàâøèõ î÷êîâ. Íàïðèìåð, åñëè âûïàëè
÷èñëà3 è 2, òî X = 2, à åñëè âûïàëî 6 è 6, òî X = 6. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâèì òàáëèöåé, â êàæäóþ ÿ÷åéêó êîòîðîé
âïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå X (ñì. ðèñ. 26).

Ðèñ. 26

Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå 1 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò ïðè 11 ðàçëè÷íûõ
èñõîäàõ ýêñïåðèìåíòà, çíà÷åíèå 2 ïîëó÷àåòñÿ ïðè 9 èñõîäàõ è ò. ä.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñëó÷àéíîãî ýêñ ïåðè-
ìåíòà . Êàêîå çíà÷åíèå ïðèìåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â õîäå ýêñïåðèìåíòà,

çàâèñèò îò òîãî, êàêèì ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì ýêñïåðèìåíò ç àêîí÷èòñÿ.

Åñëè ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà äèñêðåò íîå, òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì îïûòîì, òàêæå áóäåò èìåòü äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè âñåãî øåñ òü ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, è ñòîëüêî æå çíà÷åíèé èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî âûïàâøèõ
î÷êîâ¿. Â ýòîì æå ýêñïåðèìåíòå ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ ñëó ÷àéíóþ âåëè÷èíó,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 0, åñëè ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ÷¼òíî, è 1,
åñëè ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íå÷¼òíî.

Â ëþáîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå áî ëüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ îïûòà, ñ êîòîðûì ýòà âåëè÷ èíà ñâÿçàíà.
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Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíÿëà â õîäå îïûòà êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå a, òî
ýòî ñîáûòèå ìîæíî çàïèñàòü êàê X = a. Îíî èìååò íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòü.

Ïðèìåð 3. Ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS, ðàâíàÿ
ñóììå âûïàâøèõ î÷êîâ, ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 2 äî 12. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ
çíà÷åíèé íå îäèíàêîâû.

Íàéä¼ì íåêîòîðûå âåðîÿòíîñòè, íàïðèìåð P (S= 2) è P(S= 4).
Çíà÷åíèåS= 2 âîçíèêàåò òîëüêî ïðè îäíîì èñõîäå (1; 1) (ñì. ðèñ. 27à). Ïîýòîìó

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ S= 2 ðàâíà 1
36.

Çíà÷åíèåS= 4 âîçíèêàåò ïðè òð¼õ ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäàõ (1; 3), (2; 2) è (3; 1)
(ðèñ. 27á).

à) á)

Ðèñ. 27. Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèÿì
à) S= 2 è á) S= 4

×èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàâíî 3, çíà÷èò,

P(S = 4) =
3
36 =

1
12:

Ïðèìåð 4. Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðè âàòü
êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çí à÷åíèå ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1.

Óïðàæíåíèÿ

192. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóS, ðàâíóþ ÷èñëó âûïàâøèõ
îðëîâ ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ ìîíåòû.

à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS?
á) Ñ÷èòàÿ ìîíåòó ñèììåòðè÷íîé, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòè ÿ S= 0.
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â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé S= k ýòîãî îïûòà è çàïîëíèòå
òàáëèöó.

k

P(S = k)

193. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóS�� ÷èñëî âûïàâøèõ îðëîâ ïðè òð¼õ
áðîñàíèÿõ ìîíåòû.

à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS? Çàïîëíèòå ïåðâóþ ñòðîêó
òàáëèöû.

á) Ñ÷èòàÿ ìîíåòó ñèììåòðè÷íîé, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòè ÿ S= 2.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé S= k â ýòîì îïûòå è çàïîë-

íèòå òàáëèöó.
k

P(S = k)

194. Îïûò ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� êâàäðàò âûïàâøåãî

÷èñëà î÷êîâ?
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X = 16.
195. Îïûò ñîñòîèò â äâóêðàòíîì áðîñàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè.

Íàéäèòå è çàïèøèòå â òàáëèöó çíà÷åíèÿ è âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) X �� íàèáîëüøåå èç âûïàâøèõ î÷êîâ;
á) Y �� íàèìåíüøåå èç âûïàâøèõ î÷êîâ;
â) S�� ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ;
ã) T �� ðàçíîñòü âûïàâøèõ î÷êîâ (ðåçóëüòàò ïåðâîãî áðîñêà ìèíóñ ðåçóëüòàò

âòîðîãî áðîñêà);
ä) M �� ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âûïàâøèõ î÷êîâ.
196. Îïûò ñîñòîèò â ñòðåëüáå ïî ìèøåíè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåë è÷èíó

X �� ÷èñëî âûñòðåëîâ äî ïåðâîãî ïðîìàõà. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíè ìàåò ýòà ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà?

197. Â êëàññå26 ó÷àùèõñÿ. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
X �� ÷èñëî ó÷àùèõñÿ, ïðèøåäøèõ â øêîëó ïåðâîãî ñåíòÿáðÿ? Îïèð àÿñü íà ñîáñòâåí-
íûé îïûò, îòâåòüòå íà âîïðîñ: êàêîå èç ñîáûòèé X = 23 è X = 9 áîëåå âåðîÿòíî?

198. Â êëàññå26 ó÷àùèõñÿ. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
X �� ÷èñëî ó÷àùèõñÿ, ïðèñóòñòâóþùèõ íà óðîêå? Îïèðàÿñü íà ñîá ñòâåííûé îïûò,
îòâåòüòå íà âîïðîñ: êàêîå èç ñîáûòèé X = 26 è X = 19 áîëåå âåðîÿòíî âî âðåìÿ
ýïèäåìèè ãðèïïà?
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199. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY �� òåìïåðàòóðà âîçäóõà â æèëîé êîìíàòå.
Îïèðàÿñü íà ñîáñòâåííûé îïûò, îòâåòüòå íà âîïðîñû.

à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïðèïèñàòü ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå?
á) Êàêîé èíòåðâàë çíà÷åíèé áîëåå âåðîÿòåí äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y: îò 10� Ñ

äî 15� C èëè îò 15� Ñ äî 22� C?
200. Â êëàññå25 ó÷àùèõñÿ, èç êîòîðûõ 10 þíîøåé. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáðàíû 2 ÷åëîâåêà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî îòîáðàííûõ þíîøåé.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX?
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X = 1.
201. Â êëàññå30 ó÷àùèõñÿ, èç êîòîðûõ 13 þíîøåé. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáðàíû 3 ÷åëîâåêà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî îòîáðàííûõ þíîøåé.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX?
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X = 0.
202. Ó÷àùèéñÿ îòâå÷àåò íà âîïðîñû òåñòà, â êîòîðîì âñåãî 25 âîïðîñîâ. Çà

êàæäûé âåðíûé îòâåò ó÷àùèéñÿ ïîëó÷àåò îäèí áàëë.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ �� ÷èñëî ïîëó÷åííûõ

áàëëîâ?
á) Ìîæíî ëè ñðàâíèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Z = 3 è Z = 22, íå çíàÿ íè÷åãî

áîëüøå?
203. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X < 4, ãäåX �� ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè

îäíîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè.
204. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ S< 4, ãäåS�� ñóììà î÷êîâ ïðè äâóêðàòíîì

áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè.
205. Íàä¼æíîñòü ýëåêòðîïðèáîðîâ èçìåðÿþò â ÷àñàõ ðàáîòû äî îòêàçà (íà-

ðàáîòêà íà îòêàç). Íàïðèìåð, íà óïàêîâêå ýëåêòðîëàìïû ìîæå ò áûòü óêàçàíî, ÷òî
ñðåäíÿÿ íàðàáîòêà íà îòêàç2000÷àñîâ. (ñì. ðèñ. 28).

Ðèñ. 28
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à) Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî íîâàÿ ëàìïî÷êà íå ìîæåò ïåðåãîðåòü ÷å ðåç äâà ÷àñà
ïîñëå âêëþ÷åíèÿ?

á) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî ÷àñîâ ðàáîòû äî îòêàçà äëÿ òàêîé
ýëåêòðîëàìïû. Ñðàâíèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé X > 10 è X > 20.

206. Äëÿ ñîöèîëîãè÷åñêîãî îïðîñà ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò 1600 æè-
òåëåé áîëüøîãî ãîðîäà. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê ÷èñëî ìóæ÷èí,
ïîïàâøèõ â âûáîðêó.

à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü X?
á) Âåëèêà ëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîX = 0?

7.2. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîæíî ñêëàäûâàòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñóììó âåëè÷èí X è Y çàïèñûâàþò êàêX + Y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ñâÿçàíû ñ îäíèì è òåì æå
îïûòîì. Òîãäà êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó îïûòà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâà
÷èñëàX = a è Y = b, è âåëè÷èíàa+ b åñòü çíà÷åíèå ñóììû X + Y, ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷ àñòíîãî äâóõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ � 3, 0, 2, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 3, 5, 8.

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX + Y ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

� 3+ 1 = � 2; � 3+ 3 = 0; � 3+ 5 = 2; � 3+ 8 = 5;

0+ 1 = 1; 0+ 3 = 3; 0+ 5 = 5; 0+ 8 = 8;

2+ 1 = 3; 2+ 3 = 5; 2+ 5 = 7; 2+ 8 = 10:

Âûïèøåì çíà÷åíèÿ â ðÿä:

� 2, 0, 2, 5, 1, 3, 5, 8, 3, 5, 7, 10:

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîì ðÿäó íåêîòîðûå ÷èñëà ïîâòî ðÿþòñÿ: ÷èñëî3
âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, à ÷èñëî5 �� òðèæäû. Íåò íèêàêîé íóæäû çàïèñûâàòü îäèíà-
êîâûå çíà÷åíèÿ íåñêîëüêî ðàç. Óáåð¼ì ïîâòîðû è çàîäíî çàïèø åì ðÿä çíà÷åíèé ïî
âîçðàñòàíèþ. Èòàê, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X + Y:

� 2, 0, 1, 2, 3, 5, 7, 8, 10:
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Ìû íè÷åãî íå ìîæåì ñåé÷àñ ñêàçàòü î âåðîÿòíîñòÿõ ýòèõ çíà÷åí èé, ïîñêîëüêó
íå çíàåì, ñâÿçàíû ëè âåëè÷èíû X è Y äðóã ñ äðóãîì è êàêîâà ýòà ñâÿçü. Ïîä÷åðêí¼ì,
÷òî ìû ãîâîðèì ëèøü î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ; ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ò àê, ÷òî íåêîòîðûå
èç íèõ èìåþò íóëåâûå âåðîÿòíîñòè.

Óïðàæíåíèÿ

207. Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y îïðåäåëåíû, êàê â
ïðèìåðå 5. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

à) X � Y; á) XY.
208. Â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷è íû X è Y.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1 èëè 2, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY ïðè-
íèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé � 1 è 1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) X + Y; á) XY; â) X + 2Y; ã) 2X + Y � 1; ä)
X
Y ; å)

Y
X + 1.

209. Ðàñõîäû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðè âûïëàòå ñòðàõîâîé ïðåìèè ïî íåêîòî-
ðîìó ïîëèñó �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 ðóáëåé
(åñëè âûïëàòû íåò), 10000ðóáëåé (íåáîëüøàÿ âûïëàòà) è40000ðóáëåé (áîëüøàÿ
âûïëàòà). Íàéäèòå âîçìîæíûå ñóììàðíûå çíà÷åíèÿ âûïëàò ïî ò ð¼ì òàêèì ïîëèñàì.

210. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâà ðàçà. Íàéäèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ¾ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ¿.

Ÿ 8. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîëó÷àåò ñâîè çíà÷åí èÿ â îïûòå ñ
äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû òàêæå äèñêðåòíî. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâî ðèòü î âåðîÿòíîñòÿõ
îòäåëüíûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Åäèíè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü êàêèì-ëèáî îáðàçîì ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó âñåìè
çíà÷åíèÿìè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé óäîáíî

çàäàâàòü òàáëèöàìè, äèàãðàììàìè, ãðàôèêàìè, à èíîãäà �� ôîðìóëàìè.

Ïðèìåð 6. Âåðí¼ìñÿ ê äâóêðàòíîìó áðîñàíèþ èãðàëüíîé êîñòè è ðàññìîòð èì
óæå óïîìÿíóòóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó S, ðàâíóþ ñóììå âûïàâøèõ î÷êîâ. Îíà
ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ îò 2 äî 12 (ñì. ïðèìåð 3).

Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S. Åñëè èãðàëüíûå
êîñòè ïðàâèëüíûå, òî âñå36 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ îïûòà ðàâíîâîçìîæíû, è ïîòî-

ìó âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà
1
36. ×òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ S= a,
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

íóæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (x; y), ÷òî x+ y= a, è èõ
÷èñëî ðàçäåëèòü íà36. Íàïðèìåð, ñîáûòèþ S= 6 áëàãîïðèÿòñòâóåò5 ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ. Ïîýòîìó P (S= 6) =
5
36.

Ïðåäñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S òàáëèöåé.
Â âåðõíåé ñòðîêå ïåðå÷èñëåíû çíà÷åíèÿS, â íèæíåé ñòðîêå óêàçàíû èõ âåðîÿòíîñòè.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(S= a)
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî íàãëÿäíî
èçîáðàæàòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû. Íà ðèñ. 29 âïîêàçàíà äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S èç ýòîãî ïðèìåðà.

Ïîëåçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé â ýòîì ðàñïð åäåëåíèå ðàâíà1,
êàê è äîëæíî áûòü.

Âåðîÿòíîñòè ëþáûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìî ùüþ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, ìîæíî íàéòè, åñëè çíàòü å¼ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Íàéä¼ì,
íàïðèìåð, P (56 S6 8) è P(S> 7):

P(5 6 S 6 8) =
4
36 +

5
36 +

6
36 +

5
36 =

20
36 =

5
9;

P(S > 7) = 1
36(6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1) = 21

36 = 7
12:

Äâå ðàçíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûå ðàñïð åäåëå-
íèÿ . Áðîñèì êîñòü äâà ðàçà. Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ¾÷èñëî î÷êîâíà
ïåðâîé êîñòè¿ è ¾÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîé êîñòè¿ âûãëÿäÿò îäèíàêîâûìè

è èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íå ñîâïàäàþò, ïîòîìó ÷ òî îíè îòíîñÿòñÿ
ê ðàçíûì áðîñêàì.

Îáû÷íî äëÿ çàïèñè ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóþò òàáëèöû áåç ãðàôëåíèÿ, à çíà-
÷åíèÿ è âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàþò äâóìÿ ñòðî÷êàìè. Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S èç ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà óäîáíî çàïèñàòü òàê:

S �

0

@
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

1

A :
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Ÿ 8. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

à) Äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå. Òàê ðàñïðåäåëåíà, íàïðèìåð, ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå íà
îäíîé êîñòè¿.

á) Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì p= 0,2. Òàê ðàñïðåäåëåíà, íàïðè-
ìåð, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî âûñòðå-
ëîâ äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ ïî ìèøåíè¿,
åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì
âûñòðåëå ðàâíà0,2. Âûñîòà êàæäîãî ñëå-
äóþùåãî ñòîëáèêà ñîñòàâëÿåò0,8âûñîòû
ïðåäûäóùåãî.

â) Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
¾ñóììà î÷êîâ ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ èã-
ðàëüíîé êîñòè¿. Íàèáîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü
ó ñóììû 7.

ã) Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè n= 12, p= 0,5. Òàê ðàñïðåäåëå-
íà, íàïðèìåð, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî
îðëîâ ïðè 12 áðîñàíèÿõ ìîíåòû¿.

ä) Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
¾íàèáîëüøåå èç î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè
äâóêðàòíîì áðîñàíèè êîñòè¿.

Ðèñ. 29. Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðèìåð 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åëîâåê áðîñàåò ìîíåòó äî òåõ ïîð,
ïîêà íå âûïàäåò îð¼ë. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY, ðàâíàÿ ÷èñëó áðîñêîâ,
ìîæåò ïðèíÿòü ëþáîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå.

Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíûY.
Çíà÷åíèå 1 âîçíèêàåò, åñëè ñðàçó âûïàë îð¼ë. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî

1
2.

Çíà÷åíèå2 âîçíèêàåò, åñëè â ïåðâûé ðàç âûïàëà ðåøêà, à âî âòîðîé ðàç �� îð¼ë.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè áðîñêîâ âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà 1
2 � 1

2 = 1
4.

Ðàññóæäàÿ òàê æå è äàëüøå, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå

Y �

0

@
1 2 3 4 ... k ...
1
2

1
4

1
8

1
16

... 1
2k

...

1

A :

Âìåñòî òàáëèöû ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó:

P(Y = k) = 0,5k:

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò
ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè . Çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè íàçûâàþò ïàðàìåòðîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ïðèâåä¼ííîì
ïðèìåðå ïàðàìåòð p= 0,5. Ïîäðîáíî ãåîìåòðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ îáñóæäàþòñÿ
â ãëàâå VIII.

ßêîá Áåðíóëëè
(1654��1705)

Íà ðèñ. 29 á ïîêàçàíà äèàãðàììà ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p= 0,2.

Ïðèìåð 8. Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Âàæíóþ ðîëü â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé èãðàåò î÷åíü ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà �� ÷èñëî óñïåõîâ ïðè îäíîì èñïûòàíèè, â êîòîðîì âîç-
ìîæíî ëèøü äâà èñõîäà: óñïåõ èëè íåóäà÷à. Åñëè îáîçíà÷èòü
âåðîÿòíîñòü óñïåõà p, òî âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è ðàâíà 1 � p.
Ðàñïðåäåëåíèå òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �
�

0 1

1� p p

�

:

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþòðàñïðåäåëåíèåì Áåð-
íóëëè ïî èìåíè ßêîáà Áåðíóëëè. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà p ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàìåòðîì ðàñïðåäåëåíèÿ è ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè

èñïûòàíèå �� áðîñàíèå ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû, òî p= 0,5.
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Ÿ 8. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

Ïðèìåð 9. Â óïðàæíåíèè 195 à) íóæíî áûëî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíî é
âåëè÷èíû X �� íàèáîëüøåãî èç äâóõ âûïàâøèõ î÷êîâ ïðè äâóêðàòíîì áðîñàí èè
èãðàëüíîé êîñòè. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 1 áûâàåò ïðè åäèíñòâåííîì ýëåìåíòàðíîì
èñõîäå (1; 1), çíà÷åíèå 2 áóäåò ïðè îäíîì èç òð¼õ èñõîäîâ: (1; 2), (2; 1) è (2; 2).
Ðàññóæäàÿ òàê æå è äàëüøå, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå

X �

0

@
1 2 3 4 5 6
1
36

3
36

5
36

7
36

9
36

11
36

1

A :

Äèàãðàììà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 29ä. Âåðîÿòíîñòè îáðàçóþò

àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: P(M = k) =
2k � 1

36 . Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà
âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. Ïî ôîðìóëå ñóììû ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè

1
2

�
1
36 + 11

36

�
� 6 = 3 � 12

36 = 1:

Òî, ÷òî ñóììà ðàâíà åäèíèöå, íàñ íå óäèâëÿåò �� òàê è äîëæíî áû òü, íî ýòà
ïðîâåðêà êîñâåííûì îáðàçîì ïîäòâåðæäàåò, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íåò îøèáîê è âñå
âåðîÿòíîñòè íàéäåíû ïðàâèëüíî.

Ïðèìåð 10. Øêîëüíèê ñäà¼ò òåñò èç10 âîïðîñîâ. Îí õîðîøî çíàåò ìàòåðèàë
è ïðàâèëüíî îòâå÷àåò íà âñå âîïðîñû, îäíàêî ñ íåêîòîðîé âåðî ÿòíîñòüþ ìîæåò
ñäåëàòü ñëó÷àéíóþ îøèáêó â çàäàíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ñëó÷àéíîãî íåâåðíîãî îòâåòà 0,05(5%).

×èñëî äàííûõ âåðíûõ îòâåòîâ �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò öåëûå
çíà÷åíèÿ îò 0 äî 10. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (çíà÷åíèå âåðîÿòíî-
ñòåé îêðóãëåíû äî òûñÿ÷íûõ):

�
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0,001 0,010 0,075 0,315 0,599

�

:

Ïîñòàâèì âîïðîñ �� çà ÷òî ñëåäóåò ñòàâèòü ïÿò¼ðêó?
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå 10 îòâåòîâ áóäóò âåðíûìè, íå òàêàÿ óæ áîëüøàÿ ��

0,599, òî åñòü äàæå õîðîøèé øêîëüíèê íå ìîæåò îïðåäåë¼ííî ðàññ÷èòûâàòü íà
ïîëíûé óñïåõ.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øêîëüíèê äàñò îò 8 äî 10 âåðíûõ îòâåòîâ, ðàâíà
0,075+ 0,315+ 0,599= 0,989. Ýòî íàìíîãî áîëüøå, ÷åì 0,599. Òåïåðü âåðîÿò-
íîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîâàëà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 0,011. Ñîáûòèå ñî ñòîëü ìàëîé
âåðîÿòíîñòüþ áóäåì ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî
÷òîáû õîðîøî ïîäãîòîâëåííûé øêîëüíèê ïî÷òè íàâåðíÿêà âûïî ëíèë òåñò, ñëåäóåò
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàâèòü ïÿò¼ðêó çà8 èëè áîëüøå âåðíûõ îòâåòîâ. Èìåííî òàê íåêîòîðîå âðåìÿ
íàçàä ñòðîèëàñü ýêçàìåíàöèîííàÿ ðàáîòà ïî àëãåáðå çà 9 êëàññ.

Òàêîé æå ëîãèêå ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå èòîãîâûõ îòìåòîê â ãîñóäàðñòâåííîé
èòîãîâîé àòòåñòàöèè.

Ìîæíî, êîíå÷íî, ñäåëàòü ïîðîã ¾íà ïÿò¼ðêó¿ íèæå, íî òîãäà çí à÷èòåëüíî
ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷åíèê, êîòîðûé ïîäãîòîâ ëåí ñëàáåå, ñëó÷àéíî
ïîëó÷èò ïÿò¼ðêó.

Óïðàæíåíèÿ

211. Ìû îòìå÷àëè, ÷òî ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïîñò ðîéòå

ðàñïðåäåëåíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, ðàâíîé a.
212. Â òàáëèöå äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX:

X �
�

� 3 0 1 2

0,1 0,5 p 0,2

�

:

Îäíà èç âåðîÿòíîñòåé p íåèçâåñòíà. Íàéäèòå å¼.

213. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå X �

0

@
� 1 0 2 4
1
4

1
4

1
3

1
6

1

A .

Çàïèøèòå ñîáûòèÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé âèäàX = a:
à) X < 3; á) 06 X < 4; â) X > � 0,3.

214. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå X �

 
� 2 0 2 4

0,2 0,25 0,3 0,25

!

.

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé:
à) X = � 1; á) X = 0; â) � 0,56 X 6 3.
215. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X �
�

1 2 3 4 5

0,1 0,25 0,3 0,25 0,1

�

:

Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à)Y = X + 2; á) Y = 2X � 1; â) Z = 30� X; ã) Z = 7� 3X
2 .

216. Áèàòëîíèñò íà îãíåâîì ðóáåæå äåëàåò ïÿòü âûñòðåëîâ ïî ïÿòè ðàçíûì
ìèøåíÿì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X �� ÷èñëî ïîïàäàíèé:

X �
�

0 1 2 3 4 5

0 0,007 0,05 0,205 0,410 0,328

�

:
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Ÿ 8. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

à) Ïîñòðîéòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûY �� ÷èñëà ïðîìàõîâ.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áèàòëîíèñò ïîðàçèò ìèøåíü áîëåå òð¼õ ðàç.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áèàòëîíèñò ïðîìàõí¼òñÿ áî ëåå îäíîãî ðàçà.
217. Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX �� ÷èñëà îðëîâ, âûïàâ-

øèõ ïðè áðîñàíèè îäíîé ìîíåòû.
218. Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX �� ÷èñëà îðëîâ, âûïàâ-

øèõ ïðè áðîñàíèè äâóõ ìîíåò.
219. Ïðàâèëüíóþ ìîíåòó áðîñàþò ÷åòûðå ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî

âûïàâøèõ îðëîâ.
à) Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X 6 1.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X < 4.
ã) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ1< X < 4.
220. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ïðîèçâåäå-

íèå âûïàâøèõ î÷êîâ.
à) Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 56 X 6 16.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X 6 10.
ã) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿX > 10.
221*. Â êëàññå25 ó÷àùèõñÿ. Èç íèõ 10 ìàëü÷èêîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáèðàþò ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî âûáðàííûõ ìàëü÷èêîâ.
Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

222*. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

X �

 
1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk� 1p ...

!

,

ãäå0< p< 1 è q= 1� p. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1.
223. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X ¾îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ íà 5¿.
224. Â òåñòå ïî ìàòåìàòèêå12çàäàíèé. Ñëàáî ïîäãîòîâëåííûé ó÷àùèéñÿ äà¼ò

âåðíûé îòâåò íà êàæäîå òàêîå çàäàíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ0,6. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ÷èñëî âåðíûõ îòâåòîâ, êîòîðûå îí äàñò, áóäåò íå ìåí åå:

à) 2; á) 3; â) 4; ã) 5.
225. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì p= 0,6.
à) Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X < 4.
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > 2.
226. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì p= 0,3.
à) Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïåðâûõ10 çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X 6 5?
â) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X > 7.
227. Ñòðåëîê ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Âåðîÿòíîñ òü ïîïà-

äàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,3. Ñêîëüêî íóæíî äàòü ñòðåëêó ïàòðîíîâ, ÷òîáû
îí ïîðàçèë ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,95?

Ÿ 9. Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå ýòîé
âåëè÷èíû è å¼ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ ëèøü íåñêîëüêèìè êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Ê íèì îáû÷íî îòíîñÿò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäí åå çíà÷åíèå),
äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

Ïðèìåð 11. Ñîöèîëîãè ÷àñòî âûÿñíÿþò, êàêàÿ äîëÿ ëþäåé â îáùå-
ñòâå îáëàäàåò íåêîòîðûì ïðèçíàêîì (ïðèäåðæèâàåòñÿ îïðåäåëåííûõ
âçãëÿäîâ, îòíîñèòñÿ ê òîé èëè èíîé ñîöèàëüíîé ãðóïïå è ò. ï.) .

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿþò è îïðàøèâàþò âûáîðêó èç íåñêîëüêèõ ñîò èëè òûñÿ÷
ëþäåé. Äîëÿ îïðîøåííûõ, îáëàäàþùèõ ýòèì ïðèçíàêîì, - ñëó÷à éíàÿ âåëè÷èíà,
êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñî ñòàâà âûáîðêè. Íî
âàæíåå çíàòü íå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à ååìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, êîòîðîå ïîêàæåò, íàñêîëüêî ðàñïðîñòðàíåí èçó÷àåìûé ïðèçíàê âî âñ¼ì
îáùåñòâå.

Ïðèìåð 12. Âûïëàòû ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó ÷àÿ
çàâèñÿò îò ðàçìåðà óùåðáà. Ïîýòîìó âûïëàòà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïî-
ñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåïðîñòî. Î äíàêî ñòðàõîâùèêàì
íóæíî çíàòü ñðåäíèé ðàçìåð è ñðåäíèå êîëåáàíèÿ âûïëàò íà êàæäûé ñòðàõîâîé
ïîëèñ. Îò ýòèõ âåëè÷èí ñèëüíî çàâèñèò ñòîèìîñòü ñòðàõîâêè.È â ýòîì ñëó÷àå îòâåò
íà âîïðîñ î ñðåäíåì äàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðò íîå îòêëîíåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾ñòðàõîâàÿ âûïëàòà¿.

Ïðèìåð 13. ×èñëî ïîêóïàòåëåé â ìàãàçèíå �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âàæíî
çíàòü å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå â îïðåäåë¼ííîå âðåìÿ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìîå
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Ÿ 9. Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

÷èñëî êàññèðîâ. Åñëè êàññèðîâ ìàëî, òî ìàãàçèí ïîíåñ¼ò óáûòêè îò ïîòåðè ïîêó-
ïàòåëåé, êîòîðûå íå õîòÿò ñòîÿòü â äëèííîé î÷åðåäè. Åñëè æå êàññèðîâ ñëèøêîì
ìíîãî, òî óáûòêè íàñòóïÿò îò èçáûòî÷íûõ çàòðàò íà çàðàáîòíó þ ïëàòó.

9.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû íàçûâàþò ñóììó ïðîèçâåäåíèé çíà÷åíèé ýòîé âåë è÷èíû íà
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îáîçíà÷àþò E (X) èëè EX
(ñêîáêè ÷àñòî îïóñêàþò). Îáîçíà÷åíèå E ïðîèñõîäèò îò ïåðâî é áóêâû ëàòèíñêîãî
ñëîâà Expectatio �� ¾îæèäàíèå¿.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàñïðåäåëåíèå

X �
�

x1 x2 ... xk

p1 p2 ... pk

�

:

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

EX = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn:

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïðîèçâåäåíèÿì xkpk.
×èñëî ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì, à ìîæåò áûòü áåñêîíå÷í ûì, â çà-

âèñèìîñòè îò òîãî, êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ó ýòîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Áûâàåò òàê, ÷òî ñ÷¼òíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååòâïîëíå îïðåäåë¼ííîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, õîòÿ ó íå¼ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé1.

Ïðèìåð 14. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà î÷êîâ, âûïà-
äàþùèõ ïðè áðîñàíèè ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé êîñòè.

Ðåøåíèå. ×èñëî î÷êîâ ïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè �� ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíàX ñ ðàñïðåäåëåíèåì

X �

 
1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

!

:

Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî

EX = 1�
1
6 + 2�

1
6 + 3�

1
6 + 4�

1
6 + 5�

1
6 + 6�

1
6 = 3,5:

1 Íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà ÷åíèé íå èìåþò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ. ×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, âûïîëíèòå óïðà æíåíèå 238*.
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðèìåð 15. Â êîðîáêå äâå ýëåêòðè÷åñêèå
ëàìïî÷êè, èç êîòîðûõ òîëüêî îäíà èñïðàâíàÿ.
Ëàìïî÷êè èç êîðîáêè èçâëåêàþò ïî îäíîé, ïîêà
íå ïîÿâèòñÿ ãîäíàÿ ëàìïî÷êà. ßñíî, ÷òî ÷èñëî
âûíóòûõ ëàìïî÷åê �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàé-
ä¼ì å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé ýòîãî ýêñïåðèìåíòà:

ÈÍ èëè ÍÈ.

(Áóêâà È îçíà÷àåò èñïðàâíóþ ëàìïî÷êó; íåèñïðàâíàÿ ëàìïî÷ê à îáîçíà÷àåòñÿ Í.)
Ïðè ñëó÷àéíîì èçâëå÷åíèè ëàìïî÷åê îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâîçìîæíû

è ïîýòîìó èìåþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè
1
2.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïîñòðîåíî, è âåðîÿòíîñòè î ïðåäåëåíû.
Ïóñòü X �� ÷èñëî ëàìïî÷åê, êîòîðûå íàäî èçâëå÷ü. Äëÿ ïåðâîãî ýëåìåí òàðíîãî
ñîáûòèÿ X = 1, äëÿ âòîðîãî X = 2. Îòñþäà

EX = 1�
1
2 + 2�

1
2 =

3
2:

Óïðàæíåíèe. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé

ðàñïðåäåëåíèå ÁåðíóëëèX �
�

0 1

1� p p

�

, ðàâíî p. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåð 16. Ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ (ñòîèìîñòü ñòðàõîâêè) ðàâíà1100ðóáëåé. Ïðè
íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ âûïëà÷èâàåò êëèåíòó (ñòðàõî-
âàòåëþ)100000ðóáëåé. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ðàâíà0,01.
Íóæíî íàéòè ñðåäíèé äîõîä êîìïàíèè îò ïðîäàæè îäíîãî ñòðàõî âîãî ïîëèñà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ¾äîõîä êîìïàíèè îò ïðîäàæè îäíîãî
ïîëèñà¿. Îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå

X �
�

� 99900 1100

0,01 0,99

�

:

Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: EX = � 99900� 0,01+ 1100� 0,99= 90. Äðóãèìè
ñëîâàìè, â ñðåäíåì ñ îäíîãî ñòðàõîâîãî äîãîâîðà êîìïàíèÿ ïî ëó÷àåò90 ðóáëåé.
Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäà îêàçàëîñü áû îòðèöàòåëüíûì, ýòî çíà÷èëî
áû, ÷òî êîìïàíèÿ ðàáîòàåò ñåáå â óáûòîê.
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Ÿ 9. Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Óïðàæíåíèÿ

228. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàñïðåäåë¼ííîé ïî çàêîíó Áåðíóëëè:

à)
�

0 1

0,2 0,8

�

; á)
�

0 1

0,3 0,7

�

; â)
�

0 1

1� p p

�

.

229. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé ðàñ-
ïðåäåëåíèåì:

à)

 
0 1 2 4 5

0,1 0,2 0,3 0,2 0,1

!

; á)
�

� 3 � 1 0 5

0,15 0,25 0,35 0,25

�

.

230. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé ðàâ-
íîìåðíûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

à)

 
0 1 2 3 4

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

!

; á)

0

@
� 4 � 3 � 2 � 1 0 1 2 3
1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1

A .

231. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèí èìàþùåé
öåëûå çíà÷åíèÿ îò � 2 äî 17 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

232. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî î÷êîâ íà
îäíîé èãðàëüíîé êîñòè¿.

233. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:
à) ÷èñëî îðëîâ, âûïàâøåå ïðè îäíîì áðîñàíèè ìîíåòû;
á) ÷èñëî îðëîâ ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ ìîíåòû.
234. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) X �

 
0 1 2 4 5

0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

!

; á) X �
�

� 3 � 1 0 5

0,15 0,25 0,35 0,25

�

.

235. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîä÷ èí¼ííîé
ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

à) X �

0

@
1 2 3 ... k ...

1
3

2
9

4
27

... 2k� 1

3k
...

1

A ; á) X �

 
1 2 3 ... k ...

0,1 0,09 0,081 ... 0,9k� 1 � 0,1 ...

!

.

236. Â ïðèìåðå 9 íà ñ. 81 ñîñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
¾íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè äâóêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè¿:

X �

 
1 2 3 4 5 6
1
36

3
36

5
36

7
36

9
36

11
36

!

:

Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
237. Â îïòîâîì ìàãàçèíå ìèíåðàëüíàÿ âîäà ïðîäà¼òñÿ ëèáî ïîøòó÷í î, ëèáî

óïàêîâêàìè ïî 2 èëè 16 áóòûëîê. Ïðåäïî÷òåíèÿ ïîêóïàòåëåé ýòîé âîäû èçâåñòíû:

87
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âåðîÿòíîñòü ïîêóïêè îäíîé áóòûëêè ðàâíà 0,74, óïàêîâêè èç äâóõ áóòûëîê �� 0,24,
óïàêîâêè èç 16 áóòûëîê �� 0,02. Ñêîëüêî â ñðåäíåì áóòûëîê ïðèõîäèòñÿ íà îäíîãî
ïîêóïàòåëÿ (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå)?

238*. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó:

à) X �

0

@
1 2 4 8 ...
1
2

1
4

1
8

1
16

...

1

A ; á) X �

0

B
@

1
2

1
4

1
8

1
16

...

1
2

1
4

1
8

1
16

...

1

C
A .

Ñóùåñòâóåò ëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X?
239. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåa. Äîêàæèòå, ÷òî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûY = X � a ðàâíî íóëþ.
240. Ïî äàííûì ñòðàõîâîé êîìïàíèè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ êëèåíò îì

ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðîèçîéä¼ò ñòðàõîâîé ñëó÷àé, ðàâíà 0,01. Ïðè íàñòóïëåíèè
ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëà÷èâàåòñÿ ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ��10000ðóáëåé. Êàêîé äîëæ-
íà áûòü ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâêè, ÷òîáû ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ â ñðåäíåì
ïîëó÷àëà ñ êàæäîãî êëèåíòà äîõîä íå ìåíåå 100ðóáëåé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü X �� ñòðàõîâàÿ âûïëàòà. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäå-
ë¼ííàÿ ïî çàêîíó Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p= 0,01:

X �
�

10000 0

0,01 0,99

�

:

Íàéä¼ì å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

EX = 0,01� 10000= 100:

Íàéäåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûðàæàåò ñðåäíþþ âûïëà òó êîìïàíèè
â ðàñ÷¼òå íà îäíîãî êëèåíòà (íåâàæíî, ïðîèçîø¼ë ëè ñ íèì ñòðàõîâîé ñëó÷àé).

Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû êàæäûé êëèåíò êîìïåíñèðîâàë ýòè
çàòðàòû è äîïîëíèòåëüíî âí¼ñ íå ìåíåå 100ðóáëåé.

Èòàê, ñòðàõîâîé ïîëèñ äîëæåí ñòîèòü íå ìåíåå 100+ 100= 200ðóáëåé.

241. Ïî äàííûì ñòðàõîâîé êîìïàíèè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ êëèåíò îì
ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðîèçîéä¼ò ñòðàõîâîé ñëó÷àé, ðàâíà 0,015. Ïðè íàñòóïëåíèè
ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëà÷èâàåòñÿ ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ��44000ðóáëåé. Êàêîé äîëæ-
íà áûòü ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâêè, ÷òîáû ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ â ñðåäíåì
ïîëó÷àëà ñ êàæäîãî êëèåíòà äîõîä íå ìåíåå 300ðóáëåé?
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Ÿ 9. Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

9.2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

1� . Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííîé ðàâíî ñàìîé ïîñòîÿííî é:
Ea= a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå a
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: Ea= a� 1= a. J

2� . ÅñëèY = aX+ b (a è b �� ïîñòîÿííûå), òî E Y = aEX + b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàñïðåäåëåíèå

X �
�

x1 x2 ... xk ...

p1 p2 ... pk ...

�

:

ÅñëèX = xk, òî Y = axk + b. Çíà÷èò, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûY èìååò
âèä

Y �
�

ax1 + b ax2 + b ... axk + b ...

p1 p2 ... pk ...

�

:

Ïîýòîìó

EY = ( ax1 + b)p1 + ( ax2 + b)p2 + ... = a(x1p1 + x2p2 + ...) + b(p1 + p2 + ...):

Ó÷èòûâàÿ, ÷òîp1 + p2 + ...= 1, ïîëó÷àåì

EY = aEX + b� 1 = aEX + b: J

3� . Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóì ìå èõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, òî åñòü

E(X + Y) = EX + EY:

Ïðèìåì ýòî ñâîéñòâî ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðèìåð 17. Íàéä¼ì E S, ãäå S�� ñóììà î÷êîâ ïðè äâóêðàòíîì
áðîñàíèè êîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûS óæå ñîñòàâëåíî
(ñì. ïðèìåð 6 íà ñ. 77 è ðèñ. 29 â íà ñ. 79). Ïî îïðåäåëåíèþ

ES = 2� 1
36 + 3� 2

36 + 4� 3
36 + 5� 4

36 + 6� 5
36 + 7� 6

36 + 8� 5
36 +

+ 9�
4
36 + 10�

3
36 + 11�

2
36 + 12�

1
36:

Ïîäñ÷¼ò äà¼ò, ÷òî ES= 7.
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñâîéñòâî 3 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýòîò æå ðåçóëüòàò ïðîùå. ÏóñòüX1 �� ÷èñëî
î÷êîâ, âûïàâøåå íà ïåðâîé êîñòè, X2 �� ÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîé. Òîãäà S= X1 + X2.
Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû âû÷èñëèëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷ èñëà î÷êîâ íà
îäíîé êîñòè: E X1 = EX2 = 3,5. Çíà÷èò,

ES = E(X1 + X2) = EX1 + EX2 = 3,5+ 3,5 = 7:

Ïðèìåð 18. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îðëîâ ïðè òð¼õ áðîñêàõ
ìîíåòû.

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS ðàâíà ñóììå X1 + X2 + X3, ãäåX1, X2, X3 ��
÷èñëî îðëîâ, âûïàâøèõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðâîì, âòîðîì è ò ðåòüåì áðîñêàõ.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, X3 ðàñïðåäåëåíû ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó:
0

@
0 1
1
2

1
2

1

A :

Çíà÷èò,

EX1 = EX2 = EX3 = 0�
1
2 + 1�

1
2 =

1
2:

Ïîýòîìó

ES = EX1 + EX2 + EX3 = 3�
1
2 =

3
2:

Çàìåòèì, ÷òî íàì íå ïðèøëîñü âû÷èñëÿòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S,
÷òîáû íàéòè å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ìû îáîøëèñü ðàñïðå äåëåíèÿìè âåëè÷èí
X1, X2 è X3, à òàêæå ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

242. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå 15.
Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûY = 5X + 3.

243. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y èçâåñòíû ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ: EX = 175è EY = 165. Íàéäèòå EZ, åñëè:

à) Z = 3X � 2; á) Z = 5Y � 206; â) Z = X � Y; ã) Z =
X + Y

2 .
244. Õîðîøèé áèàòëîíèñò ïîïàäàåò â ìèøåíü èç ïîëîæåíèÿ ë¼æà ñ âåð îÿòíî-

ñòüþ0,8, à èç ïîëîæåíèÿ ñòîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,75. Â ãîíêå áèàòëîíèñòó ïðåäñòîèò
ñòðåëÿòü ïî10 ìèøåíÿì èç ïîëîæåíèÿ ë¼æà è ïî 10 ìèøåíÿì èç ïîëîæåíèÿ ñòîÿ.
Íà êàæäóþ ìèøåíü äà¼òñÿ îäíà ïîïûòêà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X ��
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îáùåå ÷èñëî ïîïàäàíèé ïî ìèøåíÿì è Y �� îáùåå ÷èñëî ïðîìàõîâ. Íàéäèòå E X
è EY.

245. Ðàññìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: X �� òåìïåðàòóðà âîç-
äóõà â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ èY �� òåìïåðàòóðà âîçäóõà â ãðàäóñàõ Ôà-
ðåíãåéòà. ×òîáû ïåðåâåñòè òåìïåðàòóðó èç øêàëû Ôàðåíãåéòàâ øêàëó
Öåëüñèÿ, íóæíî âû÷åñòü èç ÷èñëà ãðàäóñîâ Ôàðåíãåéòà32 è ðåçóëüòàò
ðàçäåëèòü íà1,8.

à) ÂûðàçèòåY ÷åðåçX.
á) Â íåêîòîðîì ïîìåùåíèè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òåìïåðàò óðû

âîçäóõà ðàâíî 21� C. Íàéäèòå EY.
246. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ â êèëîìåòðàõ

â ÷àñ.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY �� ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ â ìèëÿõ â ÷àñ. Â îä-

íîé ìèëå 1609ì.
à) ÂûðàçèòåY ÷åðåçX.
á) Íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå äîðîãè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñêî ðîñòè àâòîìîáè-

ëÿ EX = 84,5êì/÷. Íàéäèòå EY äëÿ ýòîãî æå ó÷àñòêà äîðîãè.
247. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� âåñ ÷åëîâåêà â ôóíòàõ. Äëÿ íåêîòîðîé ñîâî-

êóïíîñòè ëþäåé ïðîèçâîäèòåëè ìåáåëè ñ÷èòàþò, ÷òî EX = 166àíãëèéñêèõ ôóíòîâ.
Îäèí ôóíò ðàâåí 454 ãðàììà. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåñà ÷åëîâåêà
â êèëîãðàììàõ äëÿ òîé æå ñîâîêóïíîñòè. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòåäî êèëîãðàììîâ.

248. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Í àéäèòå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) ñóììà î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ;
á) ìîäóëü ðàçíîñòè î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ;
â) íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ;
ã) íàèìåíüøåå ÷èñëî î÷êîâ;
Êàê íàéòè îòâåò íà âîïðîñû â) è ã), çíàÿ îòâåòû íà âîïðîñû à) è á )?
249. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò N ðàç. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñóììû âñåõ âûïàâøèõ î÷êîâ.

9.3. Äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

Íà ïðàêòèêå âàæíî çíàòü íå òîëüêî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå), íî è òî, íàñêîëüêî ñèëüíî ñëó÷à éíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò
îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â êà÷åñòâå ìåð ðàññåèâàíèÿ
èñïîëüçóþò äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

Ïóñòü X �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, EX �� å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèåéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû(X � EX)2. Äèñïåðñèþ îáîçíà-
÷àþò DX.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ
DX = E(X � EX)2: (1)

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé.
Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ôîðìóëó:

DX = EX2 � (EX)2: (2)

Âûâîä ôîðìóëû. Âûïîëíèì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

(X � EX)2 = X2 � 2X � EX + ( EX)2,

Òåïåðü ïðèìåíèì ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

DX = E(X2 � 2X � EX + ( EX)2 = EX2 � 2EX � EX + ( EX)2 = EX2 � (EX)2:

Ñìûñë äèñïåðñèè ëåãêî ïîíÿòü, åñëè ïðî÷åñòü ôîðìóëó (1) �� ì àòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ. Ñîâñåì ïðîñòî �� äèñïåðñèÿ åñòü ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ . Çíà÷èò,
äèñïåðñèÿ èçìåðÿåò ðàññåèâàíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîäîáíî òîìó êàê
äèñïåðñèÿ ÷èñëîâîãî íàáîðà èçìåðÿåò ðàññåèâàíèå ÷èñåë â ýòîì íàáîðå.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàññåèâàíèÿ çíà÷åíèé ýòîé
âåëè÷èíû. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äèñïåðñèÿ íåóäîáíà. Í àïðèìåð, åñëè
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� ðîñò ÷åëîâåêà â ñàíòèìåòðàõ, òî äèñïåðñèÿ èçìåðÿåòñÿ
â êâàäðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ. Óäîáíàÿ ìåðà ðàññåèâàíèÿ äîëæíàâûðàæàòüñÿ â òåõ
æå åäèíèöàõ, ÷òî è ñàìà âåëè÷èíà. Îòêàçûâàòüñÿ îò äèñïåðñèèòîæå íå õî÷åòñÿ ��
îíà îáëàäàåò ðÿäîì õîðîøèõ ñâîéñòâ. Âûõîä ïðîñò �� â êà÷åñòâ å ìåðû ðàññåèâàíèÿ
÷àñòî ïðèìåíÿþò êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñïåðñèè:

p
DX. Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò

ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì .
Îñîáóþ ðîëü ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå èãðàåò â èçìåðåíèÿõ. Êà ê ìû çíàåì,

ëþáîå èçìåðåíèå ïîäâåðæåíî îøèáêàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïð îâåëè íåêîòîðîå
èçìåðåíèå è ïîëó÷èëè ïðèáëèæ¼ííûé ðåçóëüòàòx0. Åñëè íàì èçâåñòíî ñòàíäàðòíîå
îòêëîíåíèå

p
DX, òî ÷àñòî ìîæíî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî

èñòèííîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå(x0 � 2
p

DX; x0 + 2
p

DX).
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñòèííîå çíà÷åíèå ïîïàäàåò â ýòîò èíòåðâà ë ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ, áëèçêîé ê0,95.

Ïðèìåð 19. Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ÷èñëà î÷êîâ,
âûïàäàþùèõ ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè.
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Ðåøåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàì èçâåñ òíî:
EX = 3,5. Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå å¼ êâàäðàòà. Ñîñòàâèì ðàñïðåäåëå-
íèå X2:

X2 �

0

@
1 4 9 16 25 36
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1

A :

Ïîýòîìó

EX2 = ( 1+ 4+ 9+ 16+ 25+ 36)
1
6 =

91
6 :

Îòñþäà

DX =
91
6 �

�
7
2

� 2
=

35
12:

Òîãäà ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ðàâíî
q

35
12 � 1,708.

Ïðèìåð 20. Íàéä¼ì äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè:

X �
�

0 1

q p

�

,

ãäå 0 6 p 6 1 (âåðîÿòíîñòü óñïåõà), à q = 1 � p. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:
EX = 0� q+ 1� p= p.

Â äàííîì ñëó÷àå X2 = X:

X2 �
�

0 1

q p

�

:

À çíà÷èò, è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêîå æå: EX2 = p.
Ïîýòîìó

DX = EX2 � (EX)2 = p� p2 = p(1 � p) = pq,

à ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ðàâíî
p

pq.

Óïðàæíåíèÿ

250. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) X �

0

@
� 1 0 2
1
2

1
4

1
4

1

A ; á) X �

0

@
5 7 9
1
3

1
6

1
2

1

A ; â) X �
�

� 3 � 2 � 1

0,5 0,3 0,2

�

.

93
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251. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) X �
�

� 4 � 3 0 2

0,1 0,2 0,3 0,4

�

; á) X �

0

@
0,2 0,3 0,4 0,5
1
4

1
4

1
3

1
6

1

A ;

â) X �
�

� 4 � 2 0 2 4

0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

�

.

252. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè:

X �
�

0 1

q p

�

, ãäå0 6 p 6 1 è q = 1� p.

à) Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò
ïàðàìåòðà: y= f (p).

á) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè p äèñïåðñèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?
253. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, êîòîðàÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿò-

íîñòÿìè ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ:
à) îò 0 äî 6; á) îò 1 äî 7.

254. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ, áåç âû÷èñëåíèé íàéäèòå
äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, êîòîðàÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðèíèìàåò
öåëûå çíà÷åíèÿ îò 2 äî 8.

255. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y òàêîâû, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, à âåðî-
ÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íû. ÐàñïðåäåëåíèÿX è Y:

X �
�

� 2 0 2

0,2 0,6 0,2

�

, Y �
�

� 2 0 2

0,4 0,2 0,4

�

:

à) Íàéäèòå è ñðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ âåëè÷èí.
á) Óêàæèòå áåç âû÷èñëåíèé, ó êàêîé èç ýòèõ âåëè÷èí äèñïåðñèÿáîëüøå.

Îáúÿñíèòå ïî÷åìó.
256. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿìè:

X �
�

1 2 5

0,2 0,3 0,5

�

, Y �
�

1 2 13

0,2 0,3 0,5

�

:

à) Óêàæèòå áåç âû÷èñëåíèé, ó êàêîé èç ýòèõ âåëè÷èí äèñïåðñèÿáîëüøå.
Îáúÿñíèòå ïî÷åìó.

á) Íàéäèòå äèñïåðñèè îáåèõ âåëè÷èí è ïðîâåðüòå ïðàâèëüíîñòü ñâîåãî îòâåòà
â ïóíêòå à).

257. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Í àéäèòå
äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) ñóììà î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ; á) ìîäóëü ðàçíîñòè î÷êîâ íà äâó õ êîñòÿõ;
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â) íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ; ã) íàèìåíüøåå ÷èñëî î÷êîâ.
258. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò N ðàç. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñóììû âñåõ

âûïàâøèõ î÷êîâ.
259. Â îïòîâîì ìàãàçèíå ìèíåðàëüíàÿ âîäà ïðîäà¼òñÿ ëèáî ïîøòó÷í î, ëèáî

óïàêîâêàìè ïî 2 èëè 16 áóòûëîê. Ïðåäïî÷òåíèÿ ïîêóïàòåëåé ýòîé âîäû èçâåñòíû:
âåðîÿòíîñòü ïîêóïêè îäíîé áóòûëêè ðàâíà 0,74, óïàêîâêè èç äâóõ áóòûëîê �� 0,24,
óïàêîâêè èç 16 áóòûëîê �� 0,02. Íàéäèòå äèñïåðñèþ âåëè÷èíû ¾÷èñëî áóòûëîê
â îäíîé ïîêóïêå¿.

260. Íà ñòàíêå ïèëÿò äîñêè òîëùèíîé 20 ìì. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾òîëùèíà
äîñêè¿ èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå20 ìì è äèñïåðñèþ 0,25. Ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,95 îòêëîíåíèå òîëùèíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå ïðåâîñõ îäèò äâóõ
ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó ÷àéíî âûáðàííàÿ äîñêà
èìååò òîëùèíó áîëåå 21 ìì èëè ìåíåå 19 ìì.

9.4. Ñâîéñòâà äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

1� . Äèñïåðñèÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ðàâíà 0:

Da = E(a � Ea)2 = E0 = 0:

Ýòî âåñüìà åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî: äèñïåðñèÿ �� ýòî ðàçáðîñ, ïîýòîìó äèñïåð-
ñèÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ �� âåäü ïîñòî ÿííàÿ ðàçáðîñà íå
èìååò.

2� . Ïðè ñäâèãå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ïîñòîÿííóþ b äèñïåðñèÿ íå ìåíÿåòñÿ:
D(X + b) = DX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2) (c. 92) è ñâîéñòâîì E (aX)= aEX:

D(X + b) = E(X + b� E(X + b))2 = E(X + b� EX � b)2 = E(X � EX)2 = DX: J

3� . Ïðè óìíîæåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ïîñòîÿííóþ a äèñïåðñèÿ óìíîæà-
åòñÿ íàa2: D(aX) = a2DX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

D(aX) = E(aX � E(aX))2 = E(a2(X � EX)2) = a2E(X � EX)2 = a2DX: J

Îòñþäà âèäíî, êàê èçìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå:
p

D(aX) = jaj
p

DX:
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Ãëàâà IV. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëåíèÿ

Óïðàæíåíèÿ

261. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX, è èçâåñòíà å¼ äèñïåðñèÿ: DX = 8.
Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y:

à)Y = 2X; á) Y = X + 3; â) Y = 2X + 3; ã)Y =
1
2X � 1.

262. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX, è èçâåñòíà å¼ äèñïåðñèÿ: DX = 3. Íàéäèòå
äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à)Y = � 5X; á) W = 12� 0,5X; â) U = � 2X � 4; ã) Z = 3� X.
263. Ðîñò ÷åëîâåêà, âûðàæåííûé â ñàíòèìåòðàõ, �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X.

Äëÿ íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ëþäåé èçâåñòíî, ÷òî E X = 172, DX = 36. Íàéäèòå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ðîñòà ýòîé æå ñîâîêóïíîñòè ëþäåé, åñëè
âûðàçèòü ðîñò:

à) â ìåòðàõ; á) â äþéìàõ (1 äþéì = 2,54ñì).
264. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ìàññà øîêîëàäêè â ãðàììàõ. Ïðè ýòîì E X = 50,

DX = 1,2 (äëÿ íåêîòîðîé ïàðòèè). Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y �� ìàññû øîêîëàäêè â óíöèÿõ ( 1 óíöèÿ = 31 ã).

265. Èçìåðåíèå íåêîòîðîãî ýëåêòðîííîãî òåðìîìåòðà (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ) ��
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñïåðñèåé0,25. Íàéäèòå äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëî-
íåíèå ýòîãî èçìåðåíèÿ, âûðàæåííîãî â ãðàäóñàõ Ôàðåíãåéòà (1� F= 1,8� C).

266. Ñèñòåìà íàâèãàöèè îïðåäåëÿåò âûñîòó ïîë¼òà ñàìîë¼òà â ôóòàõ. Îøèáêà
èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå0 è äèñïåðñèþ 10 000. Íàéäèòå äèñïåðñèþ è ñòàí-
äàðòíîå îòêëîíåíèå îøèáêè îïðåäåëåíèÿ âûñîòû ïîë¼òà, âûðà æåííîé â ìåòðàõ
(1 ôóò= 0,305ì).

267. Ñïèäîìåòð àâòîìîáèëÿ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü â êèëîìåòðàõ â ÷àñ. Äèñ-
ïåðñèÿ ïîêàçàíèé 4. Íàéäèòå äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ïîêàçàíèé
ñêîðîñòè, âûðàæåííîé â ìèëÿõ â ÷àñ (1 ìèëÿ = 1609ì).

268. Ïðî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X èçâåñòíî, ÷òî EX = 5, DX = 6,25. Íàéäèòå

çíà÷åíèÿ a è b òàêèå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY = X � b
a èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå 0 è äèñïåðñèþ 1.
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Ãëàâà V

Íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò çàêàí÷èâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì. Ñâÿçûâàÿ ñ ýëå-
ìåíòàðíûì ñîáûòèåì ÷èñëî, ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñ òåì æå ñàìûì
èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà ìû ìîæåì ñâÿçàòü äðóãîå ÷èñëî è â ðåçóë üòàòå ïîëó÷èòü
äðóãóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.

Íàïðèìåð, ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè ìîæíî ãîâîðèò ü î ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èíàõX1 è X2, ãäåX1 �� ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå ïðè ïåðâîì áðîñàíèè, à X2 ��
÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå ïðè âòîðîì áðîñàíèè.

Â ýòîì îïûòå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð
ñóììó î÷êîâ èëè íàèáîëüøåå âûïàâøåå ÷èñëî. Âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ìû íàáëþäàåì îäíîâðåìåííî, â îäíîì ñëó÷àéíîì îïûòå. Îáû÷íî íà ïðàêòèêå
ïðèõîäèòñÿ ïîñòóïàòü èìåííî òàê �� ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüê î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
â îäíîì îïûòå.

Ïðèìåð 1. Ó ÷åëîâåêà åñòü ðîñò, âåñ, âîçðàñò è ò. ä. Åñëè ýòîò
÷åëîâåê âûáðàí ñëó÷àéíî èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè, òî ýòè â åëè÷èíû
òîæå ñëó÷àéíû. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ â íàøåì ýêñïåðèìåíòå îäíîâðå ìåííî,
ñîâìåñòíî.

Ïðèìåð 2. Ïðè âûïîëíåíèè êîíòðîëüíîé ðàáîòû ó÷àùèìèñÿ êëàññà ìîæíî
ðàññìîòðåòü äîëþ ó÷àùèõñÿ, ïîëó÷èâøèõ îòëè÷íóþ îòìåòêó, î òìåòêó ¾õîðîøî¿,
¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿ èëè ¾íåóäîâëåòâîðèòåëüíî¿. Êàæäàÿ èç ýòèõ äîëåé åñòü
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çäåñü ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå êîí-
òðîëüíîé ðàáîòû.

Ÿ 10. Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

10.1. Òàáëèöà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ î äíîâðåìåííî
íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èì îáñóæ äåíèå äâóìÿ ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y. Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñâîè íàáîðû çíà÷åíèé. Ïóñòü
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ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò mçíà÷åíèé a1, a2, ... ,am, à âåëè÷èíàY ïðèíèìàåò
n çíà÷åíèé b1, b2, ... ,bn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà âåëè÷èíû X è Y
ïðèíÿëè êàêèå-òî çíà÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò îäíî èç âîçìîæíûõ
ñîáûòèé

(X = ai , Y = b j ):

Èíäåêñ i ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé 1, 2, ...,m, èíäåêñ j �� îäíî èç çíà÷åíèé
1, 2, ...,n. Ñîáûòèå (X = ai, Y = b j ) ñëó÷àéíîå. Îíî èìååò âåðîÿòíîñòü P (X = ai ,
Y = b j ).

Êàêîå-òî èç ñîáûòèé (X = ai , Y = b j ) â ýêñïåðèìåíòå íåïðåìåííî ïðîèñõîäèò,
è íèêàêèå äâà îäíîâðåìåííî ïðîèçîéòè íå ìîãóò, ïîýòîìó ñóìì à âñåõ âåðîÿòíîñòåé
P(X = ai, Y = b j), âçÿòàÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ïàðàì i è j, ðàâíà 1.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åäèíè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè
(X = ai, Y = b j ). Òàê âîçíèêàåòñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé. Åãî óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû.

Y
X

b1 b2 ... b j ... bn

a1 p11 p12 ... p1j ... p1n

a2 p21 p22 ... p2j ... p2n

... ... ... ... ... ... ...

ai pi1 pi2 ... pi j ... pin

... ... ... ... ... ... ...

am pm1 pm2 ... pm j ... pmn

Ïðèìåì äëÿ âåðîÿòíîñòåé êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ:

P(X = ai , Y = b j ) = pi j :

Â ïåðâîì ñòîëáöå óêàçàíû çíà÷åíèÿ X, â ïåðâîé ñòðîêå �� çíà÷åíèÿ Y. Â îñòàëü-
íûõ ÿ÷åéêàõ òàáëèöû çàïèñàíû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé pi j , òî åñòü P(X = ai ,Y = b j).

Ïðèìåð 3. Áðîñèì äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû X �� íàèìåíüøåå èç âûïàâøèõ î÷êîâ è Y �� íàèáîëüøåå èç
âûïàâøèõ î÷êîâ. Íàéä¼ì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî ñòåé äëÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX, Y è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå òàáëèöû.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî X 6 Y. Ïîýòîìó âñå ÿ÷åéêè òàáëèöû, ãäåX > Y, ñîäåðæàò

íóëåâûå âåðîÿòíîñòè. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà íà îáåèõ êîñòÿõ âûïàëî îäíî è òî
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æå, íàïðèìåð ïàðà (1; 1). ÒîãäàX = Y = 1. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà
1
36.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïàëè íåðàâíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, â ûïàëà îäíà èç ïàð

(3; 5) èëè (5; 3). Òîãäà X = 3 è Y = 5. Ýòî ñîáûòèå èìååò âåðîÿòíîñòü
2
36 =

1
18.

Çàïîëíèì òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y:

Y
X

1 2 3 4 5 6

1
1
36

1
18

1
18

1
18

1
18

1
18

2 0
1
36

1
18

1
18

1
18

1
18

3 0 0
1
36

1
18

1
18

1
18

4 0 0 0
1
36

1
18

1
18

5 0 0 0 0
1
36

1
18

6 0 0 0 0 0
1
36

Óáåäèòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé â òàáëèöå ðàâíà
åäèíèöå.

Óïðàæíåíèÿ

269. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �� ÷èñëî
îðëîâ, âûïàâøèõ ïðè ïåðâîì áðîñêå, à Y �� ÷èñëî îðëîâ, âûïàâøèõ

ïðè âòîðîì áðîñêå.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y?
á) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
270. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �� ÷èñëî îðëîâ, âûïàâ-

øèõ ïðè ïåðâîì áðîñêå, à Y �� îáùåå ÷èñëî âûïàâøèõ îðëîâ.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y?
á) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
271. Ìîíåòó áðîñàþò òðèæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �� ÷èñëî îðëîâ, âûïàâ-

øèõ ïðè ïåðâîì áðîñêå, à Y �� ÷èñëî áðîñêîâ äî ìîìåíòà, êîãäà îäíà èç ñòîðîí
âûïàäåò âî âòîðîé ðàç.

à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y?
á) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Y
X

1 2

� 1 0,3 0,1

0 0,1

2 0,2 0,05

272. Äàíà òàáëèöà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) P(X = 0,Y = 2); á) P(X = � 1);
â) P(Y = 2); ã) P(X > � 1,Y = 1).
273. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ¾÷èñëî åäèíèö¿ è

¾÷èñëî øåñò¼ðîê¿ â îïûòå ñ äâóìÿ áðîñàíèÿìè èãðàëüíîé êîñòè.
à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû?
á) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
274. Ìîíåòó áðîñàþò äâà ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî âûïàâøèõ

îðëîâ, Y �� ÷èñëî âûïàâøèõ ðåøåê. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

275. Ìîíåòó áðîñàþò òðè ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �� ÷èñëî âûïàâøèõ
îðëîâ, Y �� ÷èñëî âûïàâøèõ ðåøåê. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

10.2. Âûäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ äâå ñîâìåñòíî ðàñïðå äåë¼ííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû. Âìåñòå ñ òåì êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñâî¼ ñîáñòâåííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. Êàê îíî ñâÿçàíî ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì äâóõ âåë è÷èí?

Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y èçâåñòíû è óêàçàíû â òàáëèöå. ×òîáû ïîëó-
÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX, íóæíî óêàçàòü âåðîÿòíîñòè P(X = a1),
P(X = a2), ..., P(X = am).

Ñîáûòèå X = a1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
(X = a1, Y = b1), (X = a1, Y = b2) ... , (X = a1, Y = bn). Ïîýòîìó

P(X = a1) = p11 + p12 + ...+ p1n:

Ýòî ÷èñëî �� ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû ñîâìå ñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì âåðîÿòíîñòè P (X = a2), P(X = a3) è ò. ä. Ïîëó÷åííûå

âåðîÿòíîñòè óäîáíî çàïèñàòü äîïîëíèòåëüíûì ñòîëáöîì ñïðà âà îò òàáëèöû ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y. Äëÿ
ýòîãî íóæíî ñóììèðîâàòü ñòîëáöû òàáëèöû è çàïèñàòü ïîëó÷åí íîå ðàñïðåäåëåíèå
â äîïîëíèòåëüíîé ñòðîêå.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X �� íàèìåíüøåå èç âûïàâøèõ
î÷êîâ è Y �� íàèáîëüøåå èç âûïàâøèõ î÷êîâ â îïûòå ñ äâóìÿ áðîñàíèÿìè èã ðàëüíîé
êîñòè. Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ óæå ïîñòðîåíà (ñì. Ÿ 1). Ïðîñóììèðóåì òàáëèöó ïî
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ñòðîêàì è ñòîëáöàì. Ñóììû çàïèøåì â äîïîëíèòåëüíîì ñòîëáöå . Òàê ïîëó÷àþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y.

Y
X

1 2 3 4 5 6 Ðàñïð.X

1
1
36

1
18

1
18

1
18

1
18

1
18

11
36

2 0
1
36

1
18

1
18

1
18

1
18

9
36

3 0 0
1
36

1
18

1
18

1
18

7
36

4 0 0 0
1
36

1
18

1
18

5
36

5 0 0 0 0
1
36

1
18

3
36

6 0 0 0 0 0
1
36

1
36

Ðàñïð.Y
1
36

3
36

5
36

7
36

9
36

11
36

Ïîëåçíî ïðîâåðèòü, íå äîïóùåíû ëè îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè âåð îÿòíîñòåé.
Ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé â ïîëó÷åííîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X ðàâíà åäèíèöå. Òî÷íî òàê æå ïðîâåðüòå, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé
â ðàñïðåäåëåíèèY ðàâíà åäèíèöå.

Óïðàæíåíèÿ

276. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y èç òàáëè-
öû èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

à)

Y
X

1 2 3

1 0,2 0,1 0,1

2 0 0,15 0,05

3 0,05 0 0,15

4 0 0,1 0,1

á)

Y
X

1 3 5 7

� 2 0,07 0,04 0,01 0,08

� 1 0,05 0,03 0,08 0,08

1 0,08 0,08 0,09 0,02

2 0,08 0,04 0,09 0,08

â)

Y
X

� 1 � 0,5 0,5 1

0,5 0,09 0,02 0,09 0,09

1,5 0,06 0,08 0,07 0,08

2,5 0,06 0,05 0,05 0,05

3,5 0,09 0,05 0,01 0,06
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277. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y èç òàáëèöû èõ
ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

à)

Y
X

� 1 0 3

1 0,03 0,12 0,15

3 0,07 0,28 0,35

á)

Y
X

0 2 4

� 6 0,1 0,2 0,1

� 3 0,3 0 0,3

â)

Y
X

a b

x1
1
9

0

x2
1
6

1
18

x3
1
2

1
6

278. Áðîñàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî, âûïàâøåå
íà ïåðâîé êîñòè, Y �� ÷èñëî, âûïàâøåå íà âòîðîé êîñòè. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå êàæäîé èç
íèõ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà î÷êîâ íà âñåõ òð¼õ êîñòÿõ ðàâíà16.

279. Áðîñàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� êîëè÷åñòâî
âûïàâøèõ øåñò¼ðîê,Y �� ÷èñëî, âûïàâøåå íà ïåðâîé êîñòè. Ñîñòàâüòå òàáëèöó
ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå
êàæäîé èç íèõ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà î÷êîâ íà âñåõ òð¼õ êîñòÿõ ðàâíà16.

Ÿ 11. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñóììû
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

11.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â îäíîì ñëó÷ àéíîì ýêñïå-
ðèìåíòå, ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ. Ìîæíî ïîëó ÷àòü èç íèõ íîâûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, íîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé á óäåò ñóììà X + Y
èëè ïðîèçâåäåíèå XY.

Íå âñÿêîå äåéñòâèå ñ ôèçè÷åñêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè îñìûñëåííî. Íà-
ïðèìåð, åñëè X îáîçíà÷àåò âîçðàñò, àY �� çàðïëàòó ÷åëîâåêà, òî ìîæíî ôîðìàëüíî
óìíîæèòü X íà Y, íî ðåçóëüòàò íå èìååò ñìûñëà.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ èëè óìíîæåíèÿ èìååòñìûñë, ÷àñòî
íóæíî çíàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ íîâîé ñëó÷ àéíîé âåëè÷èíû.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî, êàê âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàí èå ñóììû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, åñëè èçâåñòíî èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò óêàçàòü íå
òîëüêî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èõ ñóììû, íî è èõ âåðîÿòíîñòè.
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Ïðèìåð 5. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñ-
ëî îðëîâ ïðè ïåðâîì áðîñêå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y �� ÷èñëî îðëîâ ïðè
âòîðîì áðîñêå. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
äà¼òñÿ òàáëèöåé:

Y
X

0 1

0 0,25 0,25

1 0,25 0,25

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX + Y ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1 è 2. Âåðîÿòíîñòè
ýòèõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

P(X + Y = 0) = P(X = 0,Y = 0) = 0,25,

P(X + Y = 1) = P(X = 1, Y = 0) + P(X = 0,Y = 1) = 0,5

è
P(X + Y = 2) = P(X = 1,Y = 1) = 0,25:

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè óæå èçâåñòíîå íàì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
¾÷èñëî îðëîâ ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ ìîíåòû¿:

X + Y �

 
0 1 2

0,25 0,5 0,25

!

:

Òåïåðü ëåãêî íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

E(X + Y) = 0� 0,25+ 1� 0,5+ 2� 0,25= 1:

Îäíàêî çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóììû äâóõ ñëó÷à éíûõ âåëè÷èí
ìîæíî íàéòè è áåç âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y è âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâîéñòâîì

E(X + Y) = EX + EY,

êîòîðîå ìû ïðåæäå ñôîðìóëèðîâàëè, íî íå äîêàçàëè (ãë. IV, Ÿ 9 , ï. 9.2). Äîêàæåì
ýòî óòâåðæäåíèå òåïåðü.

Òåîðåìà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

E(X + Y) = EX + EY:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, ... ,am �� çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, à
b1, b2, ... ,bn �� çíà÷åíèÿ Y. Òîãäà çíà÷åíèÿX + Y �� ýòî ñóììû âèäà ak + b j , êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ X = ak, Y = b j .
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Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ E (X + Y) ðàâíî ñóììå âñåõ ïðîèçâåäåíèé

(ak + b j )P(X = ak, Y = b j ):

Çàïèøåì ýòî ïîäðîáíåå. Ïðîèçâåäåíèÿ (ak + b j ) P(X = ai ,Y = b j ) áóäåì çàïè-
ñûâàòü â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå, ÷òîáû íè îäíî èç íèõ íå ïðîïóñ òèòü è íå ó÷åñòü
äâàæäû. ×òîáû ôîðìóëû çàïèñûâàëèñü êîðî÷å, äëÿ âåðîÿòíîñòåé P(X = ak, Y = b j )
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ pk j.

Èòàê,

E(X + Y) = ( a1 + b1)p11 + ( a1 + b2)p12 + ...+ ( a1 + bn)p1n +

+ ( a2 + b1)p21 + ( a2 + b2)p22 + ...+ ( a2 + bn)p1n +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ( am + b1)pm1 + ( am+ b2)pm2 + ...+ ( am + bn)pmn:

Ñëåäóþùèé øàã �� ñãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå. Ðàñêðîåì ñêîáêè è ñî-
áåð¼ì âìåñòå âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îáùèé ìíîæèòåëüa1. Âñå ýòè ñëàãàåìûå
íàõîäÿòñÿ â ïåðâîé ñòðîêå ñóììû:

a1p11 + a1p12 + ...+ a1p1n = a1(p11 + p12 + ...+ p1n) = a1P(X = a1):

Âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèåa2, íàõîäÿòñÿ âî âòîðîé ñòðîêå. Èõ ñóììà ðàâíà
a2P(X = a2) è ò. ä.

Â èòîãå ñóììà ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ òî èëè èíîå çíà÷åíèå ak,
ðàâíà

a1P(X = a1) + a2P(X = a2) + a3P(X = a3) + ...+ amP(X = am):

Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî E X.
Ñõîäíûì îáðàçîì ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâ óþò çíà÷åíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y. Âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèåb1, ðàñïîëàãàþòñÿ â ïåðâîì
ñòîëáöå íàøåé ñóììû. Âîò îíè:

b1p11 + b2p21 + ...+ b1pm1 = b1(p11 + p21 + ...+ pm1) = b1P(Y = b1):

Âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëüb2, íàõîäÿòñÿ âî âòîðîì ñòîëáöå è äàþò
â ñóììå b2P(Y = b2) è ò. ä. Â èòîãå ñóììà ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ òî
èëè èíîå çíà÷åíèå b j , ðàâíà

b1P(Y = b1) + b2P(Y = b2) + ...+ bnP(Y = bn) = EY:

Ìû íè÷åãî íå ïðîïóñòèëè â íàøåé òàáëèöå. Ïîýòîìó

E(X + Y) = EX + EY: J

104



Ÿ 11. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ â åëè÷èí

Ïðèìåð 6. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, çàäàííûõ òàáëèöåé ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Y
X

0 1 2

� 1 0,1 0,2 0,3

1 0,1 0,2 0,1

Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E(X + Y) äîñòàòî÷íî íàéòè E X è EY.
Ñîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíX è Y:

Y
X

0 1 2 Ðàñïð.X

� 1 0,1 0,2 0,3 0,6

1 0,1 0,2 0,1 0,4

Ðàñïð.Y 0,2 0,4 0,4

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

EX = � 1 � 0,6+ 1 � 0,4 = � 0,2, EY = 0� 0,2+ 1� 0,4+ 2� 0,4 = 1,2:

Òîãäà E(X + Y) = � 0,2+ 1,2= 1.

Óïðàæíåíèe. Ïîêàæèòå, ÷òî E(X + Y + Z) = EX + EY + EZ.

Óïðàæíåíèÿ

280. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X
è Y:

Y
X

0 1 2

1 0,3 0,2 0,1

2 0,1 0,1 0,2

Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:
à) X + Y; á) X � Y; â) XY.
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281. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y.

Y
X

� 1 0 2

3
1
9

1
12

1
12

4
1
18

1
9

1
6

5
1
9

1
6

1
9

Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:
à) X + Y; á) X � Y; â) XY.
282. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y,

ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàäàíî òàáëèöåé:

à)

Y
X

0 1 2

� 1 0,2 0,1 0,4

1 0,1 0 0,2

á)

Y
X

� 2 � 1 1 2

0 0,16 0,12 0,08 0,04

1 0,04 0,08 0,08 0,04

3 0,12 0,04 0,12 0,08

â)

Y
X

0 2 4 6

1 0,06 0,04 0,04 0,06

2 0,08 0,07 0,08 0,07

3 0,12 0,12 0,13 0,13

283. Áðîñèëè èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåñóììû
î÷êîâ, âûïàâøåé ïðè áðîñàíèè:

à) òð¼õ; á) âîñüìè; â) ñòà ïðàâèëüíûõ èãðàëüíûõ êîñòåé.
284. Ìîíåòó áðîñèëè 10ðàç. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà âûïàâ-

øèõ îðëîâ.
285. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëèn ðàç. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:
à) ÷èñëà âûïàâøèõ øåñò¼ðîê;
á) ÷èñëà âûïàâøèõ òðîåê;
â) ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ.
286. Ãîðîæàíå ñîñòàâëÿþò 75% îáùåé ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ðåãèîíà,

îñòàëüíûå �� ñåëüñêèå æèòåëè. Â õîäå ñîöèîëîãè÷åñêîãî îáñëåäîâàíèÿ îïðîøåíî
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1014 ñëó÷àéíî âûáðàííûõ æèòåëåé ðåãèîíà. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

à) ÷èñëî îïðîøåííûõ ãîðîæàí; á) ÷èñëî îïðîøåííûõ ñåëüñêèõ æ èòåëåé.
287. Â íåêîòîðîì ðåãèîíå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áàëëà ÅÃÝ ïî ðó ññêîìó

ÿçûêó ðàâíî 45, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áàëëà ïî ìàòåìàòèêå â ýòîì æå ðåãèîíå
ðàâíî 34. Îáùèé áàëë ðàâåí ñóììå áàëëîâ ïî ìàòåìàòèêå è ïî ðóññêîìó ÿç ûêó.
Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáùåãî áàëëà â ýòîì ðåãèîí å.

11.2. Êîâàðèàöèÿ è äèñïåðñèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé èçìåí÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ.Òåïåðü âñòàë
âîïðîñ î äèñïåðñèè ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìû âû÷èñëèì äèñ ïåðñèþ ñóììû
äâóõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ. ÏóñòüX è Y �� äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íàáëþäàåìûå
â îäíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå è òàêèå, ÷òî èõ ñóììà X + Y èìååò ñìûñë.
Âû÷èñëèì D (X + Y). Ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè

D(X + Y) = E((X + Y) � E(X + Y))2:

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷ àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

D(X + Y) = E((X � EX) + ( Y � EY))2 =

= E((X � EX)2 + 2(X � EX)(Y � EY) + ( Y � EY)2) =

= E(X � EX)2 + 2E
�
(X � EX)(Y � EY)

�
+ E(Y � EY)2:

Äâà ñëàãàåìûõ â ýòîì âûðàæåíèè íàì çíàêîìû: ýòî D X è DY. Ðàíåå íå âñòðå÷àâøå-
åñÿ âûðàæåíèå E

�
(X � EX)(Y � EY)

�
íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y. Åãî îáîçíà÷åíèå cov(X,Y).

Îïðåäåëåíèå 1. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y íàçûâàþò
÷èñëî

cov(X,Y) = E
�
(X � EX)(Y � EY)

�
:

Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàöèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì âçÿòû ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû:

cov(X,Y) = cov(Y, X):

Ýòî âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ. Ê îáñóæäåíèþ êîâàðèàöèè ìû âåðí¼ì ñÿ â ñëåäóþùåé
ãëàâå.

Èòàê, äëÿ äèñïåðñèèX + Y ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî

D(X + Y) = DX + DY + 2cov(X,Y):
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Ñâîéñòâà êîâàðèàöèè

1� . Äëÿ êîâàðèàöèè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

cov(X,Y) = E(XY) � EX � EY:

2� . Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y è ëþáîãî ÷èñëà a âåðíî ðàâåíñòâî

cov(X, aY) = cov(aX,Y) = acov(X,Y):

3� . Äëÿ ëþáûõ òð¼õ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX,Y è Z âåðíî ðàâåíñòâî

cov(X,Y + Z) = cov(X,Y) + cov(X, Z):

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ:

cov(X,Y) = E((X � EX)(Y � EY)) = E(XY� Y � EX � X � EY + EX � EY) =

= E(XY) � EY � EX � EX � EY + EX � EY = E(XY) � EX � EY: J

Ñâîéñòâà2� è 3� äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì. óïðàæíåíèå 288).

Ïðèìåð 7. Íàéä¼ì êîâàðèàöèþ è äèñïåðñèþ ñóììû äâóõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X è Y, çàäàííûõ òàáëèöåé ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Y
X

0 1 2

� 1 0,1 0,2 0,3

1 0,1 0,2 0,1

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èí:

E(XY) = 0� 0,1+ ( � 1) � 0,2+ ( � 2) � 0,3+ 0 � 0,1+ 1� 0,2+ 2� 0,1 = � 0,5:

Ïðè ñîñòàâëåíèè ýòîé ñóììû ìû êàæäóþ âåðîÿòíîñòü èç òàáëèöû óìíîæàëè íà
ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé X è Y. Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
(X = 1,Y = 2) ðàâíà0,1(ïðàâûé íèæíèé óãîë òàáëèöû). Îòñþäà â ñóììå ïîÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå 2 � 0,1.

Ñîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèÿX è Y:

Y
X

0 1 2 Ðàñïð.X

� 1 0,1 0,2 0,3 0,6

1 0,1 0,2 0,1 0,4

Ðàñïð.Y 0,2 0,4 0,4
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Íàéä¼ì îæèäàíèÿ ñàìèõ âåëè÷èí è èõ êâàäðàòîâ:

EX = � 1 � 0,6+ 1 � 0,4 = � 0,2; EY = 0� 0,2+ 1� 0,4+ 2� 0,4 = 1,2;

EX2 = 1� 0,6+ 1� 0,4 = 1; EY2 = 0� 0,2+ 1� 0,4+ 4� 0,4 = 2:

Íàéä¼ì äèñïåðñèè è êîâàðèàöèþ:

DX = EX2 � (EX)2 = 1� (� 0,2)2 = 0,96;

DY = EY2 � (EY)2 = 2� (1,2)2 = 0,56;

cov(X,Y) = E(XY) � EX � EY = � 0,5� (� 0,2) � 1,2 = � 0,26:

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà

D(X + Y) = DX + 2cov(X,Y) + DY = 0,96� 2 � 0,26+ 0,56= 1:

Óïðàæíåíèÿ

288. Äîêàæèòå ñâîéñòâà2� è 3� êîâàðèàöèè.
289. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

1 2 3

1 0,1 0,2 0,1

2 0,2 0,3 0,1

Íàéäèòå: à) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX + Y;
á) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX � Y;
â) êîâàðèàöèþcov(X,Y).
290. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

� 1 0 1

� 1 0,1 0,1 0,3

1 0,2 0,2 0,1

Íàéäèòå: à) äèñïåðñèþ âåëè÷èíû X; á) äèñïåðñèþ âåëè÷èíû Y;
â) äèñïåðñèþ ñóììû X + Y.
291. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

1 2

1 0,3 0

2 0 0,7

Íàéäèòå: à) E(X + Y); á) cov(X,Y); â) D(X + Y).
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292. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y. Íàéäèòå
êîâàðèàöèþ ýòèõ âåëè÷èí.

à)

Y
X

0 1 2

� 1 0,2 0,1 0,3

1 0,1 0,2 0,1

á)

Y
X

� 2 � 1 1 2

0 0,12 0,11 0,03 0,05

1 0,05 0,03 0,11 0,04

3 0,17 0,03 0,15 0,11

â)

Y
X

0 2 4 6

1 0,03 0,04 0,05 0,06

2 0,07 0,13 0,06 0,07

3 0,15 0,08 0,14 0,12

293. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y ðàâíà 4. Íàéäèòå êîâàðèàöèþ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

à) X è Z = 2 + 3Y; á) X è Z = 2Y � 5; â) Y è Z = � 3X � 4; ã) Z = 2X � 1
è T = 5� 3Y.

294. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y ðàâíà 2, à äèñïåðñèÿ âåëè÷èíûX
ðàâíà 3. Íàéäèòå êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

à) X è Z = 2+ 3X; á) X è Z = 2X � Y; â) Z = 2X � 1 è T = 2X � 3Y + 2.
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Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ÿ 12. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

12.1. Îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàê æå âàæíà, êàê è íåçàâèñèìîñòü ñîáû-
òèé. Ýòè äâà ïîíÿòèÿ òåñíî ñâÿçàíû.

Ãîâîðÿ îïèñàòåëüíî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, åñëè íåçàâèñèìû
ëþáûå äâà ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïî îòäåëüíîñòè ìîæíî âûðàçèòü ÷å ðåç âåëè÷èíûX è Y.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(A\ B) = P(A)P(B):

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ a1, a2, ... ,am, à ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíàY ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ b1, b2, ... ,bn ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîáûòèÿ X = ak è Y = b j . Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè
âìåñòî P((X = a) \ (Y = b)) áóäåì ïèñàòü P(X = a, Y = b), ïî-ïðåæíåìó ïîäðàçóìå-
âàÿ ïîä ýòèì âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè , åñëè ñîáûòèÿX = ak è Y = b j íåçàâèñèìû äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ak è b j , òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(X = ak, Y = b j ) = P(X = ak) � P(Y = b j ):

Åñëè ýòî ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû äëÿ êàêîé-íèáóäü ïàðû çíà÷åíèé ,
òî âåëè÷èíû X è Y íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òîãäà èõ íàçûâàþò âçàèìíî
çàâèñèìûìè 1.

1 Èíîãäà îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äàþò èíà÷å, â áîëåå îáùåì âèäå, ïðèãîä-
íîì íå òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè íåçàâèñèìû äâà
ëþáûõ ñîáûòèÿ A è B, âûðàæàþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî ÷åðåç ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ïîíèìàíèþ
íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îïûò, ñîñòîÿùèé â äâóêðàòíîì áðîñàíèè
èãðàëüíîé êîñòè. ÏóñòüX �� ÷èñëî î÷êîâ, âûïàäàþùåå íà ïåðâîé êîñòè,
Y �� ÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîé êîñòè.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äàíî òàáëèöåé:

Y
X

1 2 3 4 5 6

1
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

2
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

3
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

4
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

5
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

6
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

Äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè îïðåäåëåíèå. Âîçüìåì ñîáûòèÿ
A= ( X = a) è B= ( Y = b). Çäåñüa è b ïðèíèìàþò ëþáûå öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6.

Ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó

P(A\ B) = P(X = a, Y = b) =
1
36

è
P(A) � P(B) =

1
6 �

1
6 =

1
36:

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ a è b, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y
íåçàâèñèìû. J

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ä âóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí óçíàòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè èëè íåò. Åñëè îïðåäåëåíèå
íåçàâèñèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ïàðû çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî
ýòè âåëè÷èíû íåçàâèñèìû.

Óïðàæíåíèÿ

295. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X �� ÷èñëî
âûïàâøèõ îðëîâ, Y �� ÷èñëî âûïàâøèõ ðåøåê.
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à) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
á) Ïðîâåðüòå íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
â) Ñîñòàâüòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX + Y. Êàê âû äóìàåòå,

ïî÷åìó âåëè÷èíû X è Y âçàèìíî çàâèñèìû?
296. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y. Ïðî-

âåðüòå, íåçàâèñèìû ëè ýòè âåëè÷èíû.

à)

Y
X

2 3

� 1 0,2 0,2

1 0,3 0,3

á)

Y
X

0 1

� 2 0,06 0,24

� 1 0,14 0,56

â)

Y
X

� 1 0 1

0 0,1 0,2 0,1

2 0,18 0,32 0,1

ã)

Y
X

� 1 0 1

0 0,12 0,2 0,08

2 0,18 0,3 0,12

297. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX �� ÷èñëî
âûïàâøèõ øåñò¼ðîê,Y �� ÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîé êîñòè. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû íåçàâèñèìûìè?

12.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäå-
íèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Èíûìè ñëîâàìè, âåðíà ñëåäó þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìû, òî

E(XY) = EX � EY:

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îáå âåëè÷èíû ïðèíè-
ìàþò âñåãî ëèøü ïî äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ýòîãî äîñò àòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîíÿòü, êàê ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàñïðåäåëåíèå
�

x1 x2

p1 p2

�

, à ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíàY èìååò ðàñïðåäåëåíèå
�

y1 y2

q1 q2

�

.

Çàïèøåì ïðîèçâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ âåëè÷èí è ðàñêðîåì
ñêîáêè:

EX � EY = ( x1p1 + x2p2)(y1q1 + y2q2) = x1y1p1q1 + x1y2p1q2 + x2y1p2q1 + x2y2p2q2:
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Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîäðîáíåå. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéí ûå âåëè÷èíû X è Y
íåçàâèñèìû,

p1q1 = P(X = x1) � P(Y = y1) = P(X = x1, Y = y1):

Ñäåëàâ òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âñåõ ïðî÷èõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

EX � EY = x1y1P(X = x1, Y = y1) + x1y2P(X = x1, Y = y2) +

+ x2y1P(X = x2, Y = y1) + x2y2P(X = x2, Y = y2) = E(XY):

Èòàê, E(XY) = EX � EY:
Êîíå÷íî, ñäåëàííóþ âûêëàäêó íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðå-

ìû. Îäíàêî ñêîëüêî áû çíà÷åíèé íè èìåëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y, ðàññóæäåíèÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òàêèå æå, êàê â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

12.3. Êîâàðèàöèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëåäñòâèå 1.Êîâàðèàöèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà íóëþ.
Áîëåå òî÷íî: åñëè â îäíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþò ñÿ

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y, òî cov(X,Y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ êîâàðèàöèè

cov(X,Y) = EXY� EX � EY

(ñì. ãë. V, Ÿ 11). Ïîñêîëüêó äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí E XY = EX � EY,
ïîëó÷àåì

cov(X,Y) = EX � EY � EX � EY = 0: J

12.4. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëåäñòâèå 2. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé.

Áîëåå òî÷íî: åñëè â îäíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþò ñÿ
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y, òî D(X + Y) = DX + DY.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

D(X + Y) = DX + 2cov(X,Y) + DY:

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èícov(X,Y) = 0, ïîëó÷àåì

D(X + Y) = DX + DY: J

Ýòî ñâîéñòâî äèñïåðñèè î÷åíü âàæíîå è óäîáíîå. Îíî îáúÿñíÿå ò, ïî÷åìó
äèñïåðñèÿ çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ìåð ðàñ ñåèâàíèÿ.
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12.5. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Îáðàùåíèå â íóëü êîâàðèàöèè ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì èõ íåçàâèñèìîñòè, òî åñòü åñëè äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî
èõ êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè êîâàðèàöèÿ ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îòëè÷íà îò
íóëÿ, òî òàêèå äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äëÿ òàêèõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íóæíî èìåòü ÷èñëîâóþ ìåðó èõ âçàèìíîé çàâ èñèìîñòè.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîæíî âûðàæàòü â ðàçíûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ðàññòîÿíèÿ ìîæíî èçìåðÿòü â êèëîìåòðàõ èëè â ìèëÿõ. Ïðè ïåðåõîäå îò
îäíèõ åäèíèö èçìåðåíèÿ ê äðóãèì ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàì è íå ìåíÿåòñÿ,
à êîâàðèàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó èçìåðÿòü ñâÿçü äâóõ âåëè÷èíèõ êîâàðèàöèåé
íåóäîáíî. Èñïîëüçóþò äðóãóþ ÷èñëîâóþ ìåðó ñâÿçè, íàçûâàåì óþ êîýôôèöèåíòîì
êîððåëÿöèè. Îí ïîëó÷àåòñÿ èç êîâàðèàöèè äâóõ âåëè÷èí äåëåíèåì íà èõ ñòàíäàðò-
íûå îòêëîíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîïàäàåò çàâèñèìîñòü îò åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí X è Y íàçûâàþò ÷èñëî1

r (X,Y) =
cov(X,Y)
p

DX � DY
:

Êîýôôèöèåíò r ðàâåí íóëþ, òîëüêî åñëè cov(X,Y) = 0. Êàê ìû âèäåëè, äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y áûëè íåçàâèñèìû. Îáðàòíîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî �� êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìîã óò áûòü íóëåâûìè
è äëÿ âçàèìíî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (ñì. ïðèìåð 2 í à ñ. 116).

12.6. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êî ððåëÿöèèr .

1� . Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

jr (X,Y)j 6 1:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå íåïîñòîÿííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y.
Ïóñòü Z = X + bY. Íàéä¼ì äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z:

DZ = D(X + bY) = DX + 2cov(X, bY) + D(bY) = DX + 2bcov(X,Y) + b2DY:

1 Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ âåëè÷èí, èìåþùèõ
íåíóëåâûå äèñïåðñèè.
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Ãëàâà VI. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòb, êîòîðûé íåîòðè-
öàòåëåí ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõb, ïîñêîëüêó ðàâåí äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z.
Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò ýòîãî òð¼õ÷ëåíà ìåíüøå ëèáî ðàâåí íóëþ:

4cov2(X,Y) � 4DX � DY 6 0,

îòêóäà
cov2(X,Y)
DX � DY 6 1. Èçâëå÷¼ì êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà:

jr j 6 1: J

2� . Ðàâåíñòâîjr (X,Y)j = 1 äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî åñëè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè åñòü ëèíåéíàÿ ñâÿçü, òî åñòü åñëè

X + bY = c

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ ÷èñåë b è c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì jr j = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò
òð¼õ÷ëåíà

DZ = DX + 2bcov(X,Y) + b2DY

ðàâåí íóëþ. Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ, ÷òî ïðè b= �
cov(X,Y)

DY çíà÷åíèå òð¼õ÷ëåíà
ðàâíî íóëþ: D Z = 0, òî åñòüZ �� íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà c. Òàêèì îáðàçîì,
jr j = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàX + bY= c: J

Ìû èñêàëè ìåðó ñâÿçè, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå åäèíèö èçìåðåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè îäíîé ñëó÷ àéíîé âåëè÷èíû
(à çíà÷èò, è îáåèõ) êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íå ìåíÿåòñÿ ïî ìî äóëþ. Ñôîðìóëè-
ðóåì ýòó ìûñëü òî÷íî â âèäå ñâîéñòâà.

3� . Ïóñòü X è Y �� äâå íåïîñòîÿííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, è ïóñòü Z = aY+ b,
ãäåa6= 0. Òîãäàjr (X, Z)j = jr (X,Y)j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

r (X, Z) = r (X, aY+ b) =
cov(X,aY+ b)

p
DX �

p
D(aY+ b)

=
acov(X,Y)

jaj
p

DX �
p

DY
= � r (X,Y):

Çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì êîýôôèöèåíòà a. Ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî. J

Ïðèìåð 2. Âûáåðåì ñëó÷àéíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî 5. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: X �� âûáðàííîå ÷èñëî, Y �� îñòàòîê
îò äåëåíèÿ X íà 2.

à) Âûÿñíèì ÿâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìûìè.
á) Íàéä¼ì êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âåëè÷èí X è Y.
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Ÿ 12. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðåøåíèå. à) Ñîñòàâèì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îáåèõ âåëè÷èí è ðàñïðåäå-
ëåíèå êàæäîé âåëè÷èíû â îáùåé òàáëèöå:

Y
X

1 2 3 4 5 Ðàñïð.Y

0 0 0,2 0 0,2 0 0,4

1 0,2 0 0,2 0 0,2 0,6

Ðàñïð.X 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñîáûòèå (X = 0, Y = 3). Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî

P(X = 0,Y = 3) = 0, P(X = 0) = 0,4 è P(Y = 3) = 0,2:

Ñëåäîâàòåëüíî,

P(X = 0,Y = 3) 6= P(X = 0) � P(Y = 3):

Âåëè÷èíû X è Y íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
á) Íàïèøåì ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû XY. Ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,

3 èëè 5, à òàêæå0. Ïîëó÷àåì

XY �
�

0 1 3 5

0,4 0,2 0,2 0,2

�

:

Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ: E(XY) = 0,2 � (1 + 3 + 5) = 1,8, EY = 0,6
è EX = 3. Òîãäà

cov(X,Y) = E(XY) � EX � EY = 1,8� 3 � 0,6 = 0:

Êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè òàêæå ðàâåí íóëþ.
Â ýòîì óïðàæíåíèè ðàññìîòðåí ïðèìåð äâóõ çàâèñèìûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì

êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íóë åâîé êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåòèõ íåçàâèñèìîñòü.

Óïðàæíåíèÿ

298. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è Y:

Y
X

0 1 2

0 0,05 0,3 0,15

2 0,1 0,35 0,05
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Ãëàâà VI. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íàéäèòå:
à) E(XY); á) cov(X, Y); â) DX è DY;
ã) êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y.
299. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y:

Y
X

� 1 1 3

0 0,2 0,12 0,08

1 0,3 0,18 0,12

Íàéäèòå:
à) E(XY); á) cov(X, Y); â) DX è DY;
ã) êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y.
300. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ê îððå-

ëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y, ãäå X �� ÷èñëî âûïàâøèõ îðëîâ è Y �� ÷èñëî
âûïàâøèõ ðåøåê.

301. Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìû. Âåðíî ëè, ÷òî èõ êîâàðèàöèÿ
ðàâíà íóëþ?

302. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y ðàâíà íóëþ. Âåðíî ëè, ÷òî îíè
íåçàâèñèìû?

303. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. ×åìó ðàâíû êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé êîñòè¿ è ¾÷èñëî
î÷êîâ, âûïàâøèõ íà âòîðîé êîñòè¿?

304. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. ×åìó ðàâíû êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé êîñòè¿ è ¾ñóì-
ìà î÷êîâ íà îáåèõ êîñòÿõ¿?

305. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé êîñòè¿ è ¾÷èñëî
î÷êîâ, âûïàâøèõ íà âòîðîé êîñòè¿, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

à) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 7;
á) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 8;
â) íà âòîðîé êîñòè âûïàëî íà 2 î÷êà áîëüøå, ÷åì íà ïåðâîé.
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Ãëàâà VII

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ÿ 13. ×èñëî èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà

Ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðèâîäèò çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ èñïûòàíèÿìè
Áåðíóëëè. Ðàññìîòðèì èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è ñ âåðîÿò-
íîñòüþ íåóäà÷è q= 1� p.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðîâîäèì èñïûòàíèÿ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîã î óñïåõà.
Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ óñïåõà èñïûòàíèÿ íå ïðîäîëæàåì. Ïóñòü ñëó÷ àéíàÿ âåëè÷èíàX ��
÷èñëî ïðîâåä¼ííûõ èñïûòàíèé. Íàäî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó ÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ X �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ÑîáûòèåX = k îçíà-
÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà îêàçàëîñük � 1 íåóäà÷, à â èñïûòàíèè ñ íîìåðîì k íàñòóïèë óñïåõ:

f X = kg = ÍÍÍ ...ÍÍ| {z }
k� 1 ðàç

Ó:

Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè íåçàâèñèìû, ïîýòîìó

P(X = k) = qk� 1p äëÿ k = 1,2, ...

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

X �

 
1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk� 1p ...

!

:

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé â ðàñïðåäåëåíèè ðàâí à åäèíèöå. Äëÿ
ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷ åñêîé ïðîãðåññèè.
Ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè ðàâåí p, à çíàìåíàòåëü ðàâåíq. Ïîëó÷àåì

p+ qp+ q2p+ q3p+ ... =
p

1� q =
p
p = 1:

Ïðèìåð 1. Ìû õîòèì îòïðàâèòü ÑÌÑ �� êîðîòêîå ñîîáùåíèå ñ ïî-
ìîùüþ ìîáèëüíîãî òåëåôîíà. Íàø òåëåôîí îòïðàâëÿåò ÑÌÑ áëèæ àé-
øåé ñòàíöèè ñîòîâîé ñâÿçè. Ñòàíöèÿ ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ñîîáùåíèå

Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò ñâÿçè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.
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Ãëàâà VII. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ïðèøëî áåç èñêàæåíèé (óñïåõ). Åñëè èñêàæåíèÿ åñòü (íåóäà÷à), òåëåôîí äåëàåò
ñëåäóþùóþ ïîïûòêó è ò. ä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ äàëåêî îò ñòàíöèè â çîíå íåóâå ðåííîãî
ïðè¼ìà. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è áåç èñêàæåíèé ìàëà. Ïîýòîìó òåëåôîí ìîæåò
ñäåëàòü ìíîãî ïîïûòîê, ïðåæäå ÷åì óäàñòñÿ îòïðàâèòü ÑÌÑ. Ïð åäïîëîæèì äëÿ
îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòïðàâèòü ÑÌÑ áåç èñêàæåíèé ðàâíà p= 0,05.

Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÑÌÑ áóäåò îòïðàâëåíà ìåíåå ÷åì çà100ïîïûòîê.
Ñíîâà íà ïîìîùü ïðèõîäèò ñóììèðîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîã ðåññèè:

P(X 6 100) = p+ qp+ q2p+ ...+ q99p =

= p�
1� q100

1� q = 1� q100 = 1� 0,95100 � 0,994:

Êàê âèäèì, ñîîáùåíèå, ñêîðåå âñåãî, áóäåò ïåðåäàíî, äàæå íåñìîòðÿ íà ïëîõóþ ñâÿçü.
Ïîïûòêè ñëåäóþò áûñòðî îäíà çà äðóãîé, ìû äàæå íå çíàåì, ñêîë üêî ïîïûòîê

ñäåëàë íàø òåëåôîí. Èíîãäà, îòïðàâëÿÿ ÑÌÑ èç ëåñà, ìîæíî çàì åòèòü, ÷òî îòïðàâêà
ïðîèñõîäèò íàìíîãî äîëüøå, ÷åì îáû÷íî, �� òåëåôîí íåñêîëüê î ñåêóíä ïîêàçûâàåò,
÷òî ñîîáùåíèå âñ¼ åù¼ íå óøëî1.

13.1. Ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü è âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè â ðåìåíè ïðî-
âåðÿåì èñïðàâíîñòü ìåõàíèçìà èëè ïðèáîðà.

Îáû÷íî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìåõàíèçì ñòàðååò è âåðîÿòíîñòü îò êàçà óâåëè÷è-
âàåòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî òàêèå ñëó÷àè, êîãäà ñòàðåíèåììîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ìû ïðèíèìàåì îñíîâíîå óñëîâèå: ïðè êàæäîì èñïûòàíèè âåðîÿòíîñòü íåèñ-
ïðàâíîñòè p îäíà è òà æå , òî åñòü ñòàðåíèå îòñóòñòâóåò èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,
ïî÷òè íå ñêàçûâàåòñÿ.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñðîê áåçîòêàçíîé ðàáîòû ìåõàíèçìà ìîæíî îïð åäåëèòü êàê
÷èñëî èñïûòàíèé äî îáíàðóæåíèÿ íåèñïðàâíîñòè. Îáîçíà÷èì ý òó ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíóT. Î÷åâèäíî, îíà ðàñïðåäåëåíà ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó.

Ïðèìåð 2. Ñðîê ìåæäó äâóìÿ òåõíè÷åñêèìè îñìîòðàìè è îáñëó-
æèâàíèÿìè ñàìîë¼òà Òó-204 ��600 ë¼òíûõ ÷àñîâ. Ïîêà âîçðàñò ñàìî-
ë¼òà íå ñëèøêîì âåëèê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ
ñåðü¼çíûõ íåèñïðàâíîñòåé âî âðåìÿ òåõîáñëóæèâàíèÿ ïðèìåðíî îäíà

1 Íà ñàìîì äåëå â òåëåôîíàõ ïðåäóñìîòðåíà çàùèòà îò ¾çàâèñàíè ÿ¿. Åñëè êàêîå-òî îïðåäåë¼ííîå
÷èñëî ïîïûòîê áåçóñïåøíî, òåëåôîí ïðåêðàùàåò ïåðåäà÷ó è ñî îáùàåò î òîì, ÷òî ñîîáùåíèå íå îòïðàâëåíî.
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Ÿ 13. ×èñëî èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà

è òà æå. Òàêèì îáðàçîì, ñðîê ñëóæáû ñàìîë¼òà äî ïåðâîãî ñåðü¼çíîãî ðåìîíòà ��
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó.

Ïîõîæèì îáðàçîì �� ïî ðåãëàìåíòó �� ïðîâåðÿþò íàä¼æíîñòü àâ òîìîáèëåé,
ëèôòîâ, òîðìîçíûõ ñèñòåì æåëåçíîäîðîæíûõ âàãîíîâ è äðóãèõ ñèñòåì, ãäå îòêàç
÷ðåâàò ÷åëîâå÷åñêèìè æåðòâàìè.

13.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíè ÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó
çàêîíó:

X �

 
1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk� 1p ...

!

:

Òîãäà EX =
1
p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a. Òîãäà

a = p+ 2qp+ 3q2p+ 4q3p+ ...

Çàïèøåì 2qp êàêqp+ qp. Çàïèøåì 3q2p êàêq2p+ 2q2p è ò. ä. Ïîëó÷èì

a = ( p+ qp+ q2p+ q3p+ ...) + ( qp+ 2q2p+ 3q3p+ ...):

Ñóììà â ïåðâîé ñêîáêå ðàâíà p
1

1� q =
p
p = 1.

Ñóììà âî âòîðîé ñêîáêå ðàâíà q(p+ 2qp+ 3q2p+ ...) = qa.
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

a = 1+ qa,

îòêóäàa(1 � q) = 1 è, çíà÷èò,a=
1
p. J
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Ãëàâà VII. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïðèìåð 3. Áðîñàÿ îäíèì áðîñêîì äâå êîñòè ñðàçó, ìîæíî âûáðî-

ñèòü äâå øåñò¼ðêè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà
1
36. Íàéä¼ì ñðåäíåå ÷èñëî

áðîñêîâ, íóæíûõ, ÷òîáû âûáðîñèòü äâå øåñò¼ðêè.

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX, ðàâíàÿ ÷èñëó áðîñêîâ, ïîä÷èíÿåòñÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p=
1
36. Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ðàâíî EX = 1
p = 36. Â ñðåäíåì ïàðà øåñò¼ðîê ïîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç36áðîñêîâ.

Îòâåò : 36.

Ïðèìåð 4. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû íåêîòîðîãî íîâîãî ñàìîë¼ òà äî
êàïèòàëüíîãî ðåìîíòà ñîñòàâëÿåò 6000ë¼òíûõ ÷àñîâ. Òåõîáñëóæèâàíèå ñàìîë¼òà
ýòîãî òèïà ïðîâîäèòñÿ êàæäûå 600 ÷àñîâ. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè
î÷åðåäíîì òåõîáñëóæèâàíèè îáíàðóæèòñÿ íåîáõîäèìîñòü êàï èòàëüíîãî ðåìîíòà.

Ðåøåíèå. Â ñðåäíåì ñàìîë¼ò äî ðåìîíòà ïðîõîäèò 6000 : 600= 10 òåõîá-
ñëóæèâàíèé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî òåõîáñëóæèâàíèé¿ èìååò
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåìEX = 10, ïîëó÷àåì,

÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà p=
1

EX = 0,1.

13.3. Äèñïåðñèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó
çàêîíó:

X �

 
1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk� 1p ...

!

:

Òîãäà DX =
q
p2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X2:

X2 �

 
1 4 9 16 ... k2 ...

p qp q2p q3p ... qk� 1p ...

!

:

Òîãäà
EX2 = p+ 4qp+ 9q2p+ 16q3p+ ...

Çàïèøåì 4qp êàêqp+ 3qp. Çàïèøåì 9q2p êàê4q2p+ 5q2p è ò. ä. Ïîëó÷èì

EX2 = ( qp+ 4q2p+ 9q3p+ ...) + ( p+ 3qp+ 5q2p+ 7q3p+ ...) =

= q(p+ 4qp+ 9q2p+ ...) + E(2X � 1) = qEX2 + 2EX � 1:
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Ÿ 13. ×èñëî èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà

Ó÷ò¼ì, ÷òî EX =
1
p, è ïîëó÷èì

EX2 = qEX2 +
2
p � 1,

îòêóäà EX2 =
2� p

p2 . Òîãäà

DX = EX2 � (EX)2 =
2� p

p2 �
1
p2 =

1� p
p2 =

q
p2 : J

Óïðàæíåíèÿ

306. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �

 
1 2 3 4 ... k ...

0,8 0,16 0,032 0,0064 ... 0,8� 0,2k� 1 ...

!

:

a) Íàéäèòå EX. á) Íàéäèòå DX.
307. Ïîñëåäîâàòåëüíî áðîñàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó X �� ÷èñëî áðîñêîâ äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ îðëà.
à) Âûïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
â) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
308. Ïîñëåäîâàòåëüíî áðîñàþò ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü. Ðàññìîòðèì

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX �� ÷èñëî áðîñêîâ äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ øåñò¼ðêè.
à) Âûïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
â) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
309. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà

íå ìåíÿåòñÿ îò âûñòðåëà ê âûñòðåëó. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíå ÷èñëà
âûñòðåëîâ, ïðîèçâåä¼ííûõ äî ïåðâîãî ïðîìàõà.

310. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ëåãêî âîãî àâòî-
ìîáèëÿ, çàñòðàõîâàííîãî ÷àñòíûì ëèöîì, â ÄÒÏ â òå÷åíèå ãîäà . Îöåíêà ýòîé
âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ðàâíà 0,12. Ïîëüçóÿñü ýòîé îöåíêîé, îöåíèòå ÷èñëî ëåò
äî ïåðâîãî ÄÒÏ ñ ó÷àñòèåì òîëüêî ÷òî çàñòðàõîâàííîãî àâòîìî áèëÿ.
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Ãëàâà VIII

Êîìáèíàòîðèêà

Ÿ 14. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ

Êîìáèíàòîðèêà èçó÷àåò ñïîñîáû ïåðåáîðà, ïåðåñ÷¼òà è óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïðåä-
ìåòîâ. Äðóãàÿ çàäà÷à �� ïîäñ÷¼ò êîìáèíàöèé ïðåäìåòîâ. Òèïè ÷íûé âîïðîñ â êîì-
áèíàòîðíîé çàäà÷å: ¾Ñêîëüêî ñïîñîáîâ?¿ Íàïðèìåð, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ
óïîðÿäî÷èòü âûñòóïëåíèÿ ñïîðòñìåíîâ íà ñîðåâíîâàíèÿõ? Ñê îëüêî ðàçëè÷íûõ êîäîâ
â àâòîìàòè÷åñêîé êàìåðå õðàíåíèÿ? Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïàðîëåé èç øåñòè çíàêîâ?

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êîìáèíàòîðèêà èãðàåò âàæíóþ ðîëü, ïî ìîãàÿ ïåðåñ÷è-
òûâàòü êîëè÷åñòâî ñîáûòèé.

14.1. Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

Ðèñ. 30.Ïëàí ñàëî-
íà ñàìîë¼òà

Ãëàâíîå ïðàâèëî êîìáèíàòîðèêè �� ïðàâèëî óìíîæå-
íèÿ. Ýòî ïðàâèëî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ÷èñëî óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïàð . Åñëè íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò áûòü îäèí èç
m ðàçíûõ ïðåäìåòîâ, à íà âòîðîì ìîæåò áûòü îäèí èç k
ðàçíûõ ïðåäìåòîâ, òî ìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî m� k ðàçëè÷íûõ
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Ïðèìåð 1. Ìåñòî â ñàëîíå ñàìîë¼òà óêàçû-
âàþò ÷èñëîì è áóêâîé. ×èñëî îçíà÷àåò ðÿä îò 1
äî 12, à ëàòèíñêàÿ áóêâà îò A äî D îçíà÷àåò

ïîëîæåíèå êðåñëà (ñì. ðèñ. 30). Ñêîëüêî âñåãî ìåñò â ñàëîíå
òàêîãî ñàìîë¼òà?

Ðåøåíèå. Êàæäîå ìåñòî îáîçíà÷àåòñÿ ïàðîé èç ÷èñëà
è áóêâû, íàïðèìåð 4À èëè 10C. Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò áûòü
îäíî èç 12 ÷èñåë, íà âòîðîì ìåñòå �� îäíà èç 4 áóêâ.

Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî ìåñò ðàâíî 12� 4= 48.
Êîìáèíàòîðíîå ïðàâèëî ðàáîòàåò è òîãäà, êîãäà ñîñòàâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå

òðîéêè, ÷åòâ¼ðêè èëè íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëèíû ( êîðòåæè ).

Ïðèìåð 2. Àâòîìîáèëüíàÿ ïàðêîâêà èìååò 5 ýòàæåé, íà êàæäîì ýòàæå4 ëèíèè,
â êàæäîé ëèíèè27 ìåñò äëÿ àâòîìîáèëåé. Êàê îáîçíà÷èòü ìåñòà äëÿ àâòîìîáèëåé?

124



Ÿ 14. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ

Ðèñ. 31. Ìíîãîÿðóñíàÿ àâòîìîáèëüíàÿ ïàðêîâêà

Ìîæíî ïðîñòî ïðîíóìåðîâàòü ìåñòà. Íî òîãäà òðóäíî íàéòè ìåñ òî ñ áîëüøèì
íîìåðîì, íàïðèìåð • 143. Ýòî íåóäîáíî.

Ïîèñê ñòàíåò ëåã÷å, åñëè â îáîçíà÷åíèè ìåñòà óêàçàíû ýòàæ è ëèíèÿ, íàïðèìåð
(4,Á, 05). Ñêîáêè è çàïÿòûå ìîæíî íå ïèñàòü. Ïîëó÷àþòñÿ óïîðÿäî÷åííû å òðîéêè,
íàïðèìåð 4Á05.

Ïðèìåð 3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ5?

Ðåøåíèå. Òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé öèô ð.
Ïåðâàÿ öèôðà �� íå 0. ×èñëî äåëèòñÿ íà5, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0 èëè 5. Çíà÷èò,
íà ïåðâîì ìåñòå äîëæíà ñòîÿòü îäíà èç 9 öèôð, íà âòîðîì �� ëþáàÿ èç 10 öèôð,
à íà òðåòüåì �� îäíà èç äâóõ öèôð 0 èëè 5.

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì 9 � 10� 2= 180.
Ó ýòîé çàäà÷è åñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðèëîæåíèå. Òåïåðü ìîæíî ñðàçó îòâåòèòü

íà âîïðîñ, êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî êðàòíî 5.

Óïðàæíåíèÿ

311. Â ïðèìåðå 2 ïÿòèýòàæíàÿ ïàðêîâêà èìååò4 ëèíèè íà êàæäîì
ýòàæå è27 ìåñò äëÿ ñòîÿíêè â êàæäîé ëèíèè. Íàéäèòå îáùåå ÷èñëî

ñòîÿíî÷íûõ ìåñò íà ýòîé ïàðêîâêå.
312. Â ðåãèñòðàöèîííîì íîìåðå àâòîìîáèëÿ 3 áóêâû, 3 öèôðû è íîìåð

ðåãèîíà. Öèôðû ëþáûå, à áóêâ òîëüêî 12 (òå, ÷òî ñîâïàäàþò íà÷åðòàíèåì ñ êàêîé-
íèáóäü ëàòèíñêîé áóêâîé). Ñêîëüêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûõ àâòîìîáèëüíûõ
íîìåðîâ (áåç ó÷¼òà íîìåðà ðåãèîíà)?
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Ãëàâà VIII. Êîìáèíàòîðèêà

313. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

à) öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ; á) ÷¼òíûõ;
â) âòîðàÿ öèôðà áîëüøå3; ã)* âòîðàÿ öèôðà áîëüøå ïåðâîé?
314. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
à) ÷èñëî äåñÿòêîâ íå÷¼òíî; á) öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ;
â) ÷¼òíûõ; ã) òðåòüÿ öèôðà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé;
ä)* òðåòüÿ öèôðà áîëüøå ïåðâîé; å)* òðåòüÿ öèôðà ìåíüøå ïåðâîé;
æ)* âñå öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?

14.2. Îòîæäåñòâëåíèå

Íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû

Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû. Íàì áûëî âàæíî , â êàêîì
ïîðÿäêå ñëåäîâàëè ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, ìû îáñóæäàëè òð¼õçí à÷íûå ÷èñëà, êðàò-
íûå 5. ×èñëà235è 325�� ðàçíûå ÷èñëà, ïîýòîìó çäåñü ïîðÿäîê âàæåí.

Èíîãäà íóæíî ïåðåñ÷èòàòü ñëîæíûå îáúåêòû, â êîòîðûõ ïîðÿäî ê ñëåäîâàíèÿ
ýëåìåíòîâ íå âàæåí. Â ýòîì ñëó÷àå òîæå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïð àâèëîì óìíîæåíèÿ,
íî çàòåì íàáîðû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ýëåìåí òîâ, íóæíî îòîæ-
äåñòâèòü, òî åñòü ñ÷èòàòü îäíèì íàáîðîì.

Ïðèìåð 4. Èìååòñÿ ÷åòûðå òî÷êèA, B, C, D. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ êàêèå-íèáóäü äâå èç ýòèõ òî÷åê?

Ðåøåíèå. Ïîñòóïèì êàê ïðåæäå, ïåðåñ÷èòàâ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû
áóêâ. Èõ âñåãî4 � 3 = 12. Îäíàêî êàæäûå äâå ïàðû áóêâ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî
ïîðÿäêîì, ñêàæåì AB è BA, îçíà÷àþò îäèí è òîò æå îòðåçîê. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ
íóæíî îòîæäåñòâèòü �� ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó è ò îìó æå îòðåçêó.

Òàêèì îáðàçîì, îòðåçêîâ áóäåò âäâîå ìåíüøå: 12
2 = 6.

Óïðàæíåíèe. Èìååòñÿ ïÿòü òî÷åêA, B, C, D, E, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ
òî÷êàõ?

Ðàñêðàñêè êàðóñåëè (îòîæäåñòâëåíèå ïîâîðîòîâ)

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ îòîæäåñòâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ èíà÷å. Èíîãäà ýëåìåíòû
íàáîðà ðàñïîëîæåíû ¾ïî êðóãó¿ �� òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèòñÿ îòîæäåñòâëÿòü ïî-
âîðîòû.
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Ïðèìåð 5. Íà êàðóñåëè ñåìü îäèíàêîâûõ
ëîøàäîê. Èõ íóæíî ïîêðàñèòü â ñåìü ðàçíûõ
öâåòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñî-
áîâ ïîêðàñèòü êàðóñåëü?

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñ÷èòàòü
îäèíàêîâûìè, òî åñòü îòîæäåñòâèòü, ðàñêðàñêè,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì
êàðóñåëè.

Çàíóìåðóåì ëîøàäîê ïî êðóãó, âçÿâ â êà-
÷åñòâå ïåðâîé êàêóþ-íèáóäü îäíó. Ïåðâóþ
ëîøàäêó ïîêðàñèì â îäèí èç ñåìè öâåòîâ,
âòîðóþ �� â îäèí èç øåñòè îñòàâøèõñÿ öâåòîâ è ò. ä. Ïîëó÷èì

7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 5040

ðàçëè÷íûõ îêðàñîê. Îäíàêî åñòü ðàñêðàñêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà
ïîâîðîòàìè. Íà ðèñ. 32 ïîêàçàí ïðèìåð ñåìè ðàñêðàñîê, ïðè÷¼ ì ðàñêðàñêè ñî
âòîðîé ïî ñåäüìóþ ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ïåðâîé, åñëè ïîâåðíóòü èõ òàê, ÷òîáû
êðàñíàÿ ëîøàäêà ïîëó÷èëà íîìåð 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêè ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû ïî ñåìü øòóê, êîòîðûå íóæíî
îòîæäåñòâèòü.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ðàñêðàñîê íå5040, à â ñåìü ðàç ìåíüøå: 5040 : 7= 720.

Ðèñ. 32
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Ðàñêðàñêè áðàñëåòà
Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå îòîæäåñòâëåíèå âîçíèêàåò, åñëè íóæíî ïåðå÷èñëèòü

êðóãîâûå (öèêëè÷åñêèå) ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, ãäå íå âàæåí ïîðÿäîê èõ ñëåäî-
âàíèÿ �� ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïðèìåð 6. Áðàñëåò ñîñòîèò èç øåñòè áóñèí, ñîåäèí¼ííûõ öåïî÷-
êîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü áóñèíû â øåñòüðàçíûõ
öâåòîâ òàê, ÷òîáû ðàñêðàñêè ðàçëè÷àëèñü?

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ïîõîæà íà çàäà÷ó î êàðóñåëè, íî åñòü îäíî âàæíîå îòëè÷èå ��
îæåðåëüå ìîæíî íå òîëüêî ïîâîðà÷èâàòü, íî åù¼ è ïåðåâåðíóòü , òîãäà ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ áóñèí ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïîñòóïèì òàê, êàê óæå ïîñòóïàëè, �� ïðîíóìåðóåì øàðèêè è ïî ï ðàâèëó
óìíîæåíèÿ íàéä¼ì, ÷òî îáùåå ÷èñëî ðàñêðàñîê ïðîíóìåðîâàíí ûõ øàðèêîâ ðàâíî

6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 720:

Òåïåðü íóæíî îòîæäåñòâèòü îäèíàêîâûå ðàñêðàñêè. Âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü îäíó
ðàñêðàñêó (íàïðèìåð, ãäå çåë¼íàÿ áóñèíà èìååò íîìåð1). Åù¼ ïÿòü ðàñêðàñîê
îòëè÷àþòñÿ îò íå¼ òîëüêî ïîâîðîòîì (ñì. ðèñ. 33).

Ðèñ. 33

Íî åñòü åù¼ øåñòü ðàñêðàñîê, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîâîðîòîì,
à îò ïåðâûõ øåñòè �� ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ áóñèí (ñì. ðèñ. 34).

Ðèñ. 34

Âñå12 íàðèñîâàííûõ áðàñëåòîâ íà ñàìîì äåëå ðàñêðàøåíû îäèíàêîâî . Çíà÷èò,
âñå ðàñêðàñêè ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû ïî12øòóê. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ðàñêðàñîê íå720, à â12 ðàç ìåíüøå: 720 : 12= 60.
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Ÿ 14. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ

Óïðàæíåíèÿ

315. Ñêîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ìîæíî ñäåëàòü èç òð¼õ ðàçíûõ
ïðåäìåòîâ?

316. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî �� êàê íàéòè ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ ò ðîåê, åñëè
èçâåñòíî ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê, ñîñòàâëåííûõ èç òåõ æå ýëåìåíòîâ.

317. Â ïðîñòðàíñòâå äàíî íåñêîëüêî òî÷åê. Ñêîëüêî îòðåçêîâ ïîòð åáóåòñÿ,
÷òîáû ñîåäèíèòü êàæäûå äâå òî÷êè, åñëè âñåãî òî÷åê:

à) 4; á) 5; â) 8; ã) 12; ä)n?
318. Ñêîëüêî äèàãîíàëåé:
à) â âîñüìèóãîëüíèêå; á) â 27-óãîëüíèêå; â) ân-óãîëüíèêå?
319. Ñåìü ïîäðóã îáìåíÿëèñü ôîòîãðàôèÿìè �� êàæäàÿ ïîäàðèëà ïî î äíîé

ñâîåé ôîòîãðàôèè êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïîäðóã. Ñêîëüêî âñåãîôîòîãðàôèé áûëî
ïîäàðåíî?

320. Êîñòü äîìèíî ñîñòîèò èç äâóõ ïîëåé, íà êàæäîì ïîëå îò 0 äî 6 î÷êîâ.
Ñêîëüêî âñåãî êîñòåé äîìèíî â íàáîðå?

321. Ýêñïåðèìåíòàòîð áðîñàåò ìîíåòó, à çàòåì �� ïðàâèëüíóþ êîñò ü.
à) Ñêîëüêî âñåãî èñõîäîâ â òàêîì ýêñïåðèìåíòå?
á) Ñêîëüêî áóäåò èñõîäîâ, åñëè ýêñïåðèìåíòàòîð ñíà÷àëà áóäåò áðîñàòü êîñòü,

à ïîòîì ìîíåòó?
322. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïóòåé âåä¼ò èç òî÷êèS â òî÷êó F? (Ïóòü ñêëàäûâàåòñÿ

èç îòäåëüíûõ äîðîæåê, âåäóùèõ ñâåðõó âíèç.)

à) á) â)

Ðèñ. 35

323. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü î÷åðåäü èç ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê?
324. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ çàïîëíèòü òàáëèöó3� 3 íîëÿìè è åäèíè-

öàìè ïî îäíîé öèôðå â êàæäîé êëåòêå?
325. Ôðàçó ¾èçó÷àòü êîìáèíàòîðèêó ïîëåçíî ¿ ìîæíî ñêàçàòü ïî-ðàçíîìó,

ïåðåñòàâëÿÿ ñëîâà. Ñêîëüêî åñòü ñïîñîáîâ?
326. Ôðàçó ¾Äæèì, äàé ìíå ëàïó ¿ ìîæíî ñêàçàòü, ïåðåñòàâëÿÿ ñëîâà ïî-

ðàçíîìó. Ñêîëüêî åñòü ñïîñîáîâ?
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327. Íà ôàñàäå äîìà 12 îêîí. Â êàæäîì ñâåò ëèáî åñòü, ëèáî íåò. Ñêîëüêî
ìîæåò áûòü âñåãî êîìáèíàöèé?

328. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ òåëåôîííûõ íîìåðîâ ( íîìåð íå
äîëæåí íà÷èíàòüñÿ íà 0 è íà 8)?

329. Â òîâàðíîì øòðèõ-êîäå ÷¼ðíûå è áåëûå øòðèõè ìîãóò ñëåäîâàòüâ ëþáîì
ïîðÿäêå. Øèðèíà êàæäîãî øòðèõà 0,5 ìì. Ñêîëüêî ìîæåò áûòü ðàçíûõ øòðèõ-
êîäîâ, çàíèìàþùèõ îáùóþ øèðèíó 3 ñì?

330. Èäåíòèôèêàòîð ôàéëà áàçû äàííûõ ñîñòîèò èç 32 ñèìâîëîâ. Êàæäûé
ñèìâîë �� øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ öèôðà, òî åñòü ñèìâîë èç ìíîæåñ òâà

(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,A,B,C, D, E,F):

à) Ñêîëüêî âîçìîæíî ðàçëè÷íûõ èäåíòèôèêàòîðîâ? Îòâåò çàïè øèòå â âèäå
ñòåïåíè ÷èñëà2.

á)* Ñêîëüêî öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîëó÷åííîãî ÷èñëà?
â)* Êàê âû äóìàåòå, êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñîáûòèå

A =
�

ãäå-íèáóäü íà Çåìíîì øàðå â êàêèõ-íèáóäü áàçàõ äàííûõ
êàêèå-íèáóäü äâà èäåíòèôèêàòîðà ñëó÷àéíî ñîâïàëè

�
?

331. Íà óëèöå â ðÿä ñòîèò ñåìü äîìîâ. Õîçÿåâà ðåøèëè ïîêðàñèòü ñâîè äîìà.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè, åñëè â ìåñòíîì ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ êðàñêè:

à) 3 öâåòîâ; á)7 öâåòîâ; â)n öâåòîâ?
332. Íà óëèöå â ðÿä ñòîèò ñåìü äîìîâ. Õîçÿåâà ðåøèëè ïîêðàñèòü ñâîè

äîìà, íî òàê, ÷òîáû íå âñå äîìà áûëè îäèíàêîâûìè. Ñêîëüêî ñóù åñòâóåò ñïîñîáîâ
ðàñêðàñêè, åñëè â ìåñòíîì ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ êðàñêè:

à) 3 öâåòîâ; á)7 öâåòîâ; â)n öâåòîâ?
333*. Íà êàðóñåëè ñåìü îäèíàêîâûõ ëîøàäîê, ñòîÿùèõ ïî êðóãó. Ñòîð îæ

âåñíîé ðåøèë ïîêðàñèòü ýòèõ ëîøàäîê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íå âñå ëîøàäêè áûëè
îäèíàêîâûå. Ó ñòîðîæà åñòü êðàñêèn ðàçíûõ öâåòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ
ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êàðóñåëü?
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Ÿ 15. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê. Ôàêòîðèàë

334*. Äîêàæèòåìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà : åñëè n �� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à p ��
ïðîñòîå ÷èñëî, òî np � n äåëèòñÿ íàp.

Ÿ 15. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê. Ôàêòîðèàë

Ïåðåñòàíîâêîé èç n ïðåäìåòîâ íàçûâàåòñÿ êàêîé-íèáóäü îäèí ñïîñîá
óïîðÿäî÷èòü n ïðåäìåòîâ.

Ïðèìåð 7. Èç íàáîðà 1, 2, 3, 4, 5ìîæíî ñäåëàòü ìíîãî ïåðåñòà-
íîâîê, íàïðèìåð 2, 1, 4, 3, 5 èëè 5, 3, 1, 4, 2. Ïîëó÷èâøèåñÿ íàáîðû
(âêëþ÷àÿ èñõîäíûé) �� ïåðåñòàíîâêè ïÿòè öèôð.

Íå îáÿçàòåëüíî ïåðåñòàâëÿòü ñàìè ïðåäìåòû. Äîñòàòî÷íî èõ ï ðîíóìåðîâàòü.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: ïåðåñòàíîâêà èç n ïðåäìåòîâ �� ýòî ñïîñîá çàíóìå-
ðîâàòün ïðåäìåòîâ ÷èñëàìè îò 1 äî n.

×åì ïðåäìåòîâ áîëüøå, òåì áîëüøå ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð, ä âà ïðåäìåòà À è
Â ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ÀÂ è ÂÀ. Åñëè ïðå äìåòîâ òðè, òî
åñòü óæå øåñòü ñïîñîáîâ.

Îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîên ïðåäìåòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-
ùüþ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ. Ïåðâûé ïðåäìåò âûáèðàåòñÿ èç n ïðåäìåòîâ, âòîðîé ��
èç n � 1 îñòàâøèõñÿ, òðåòèé �� èçn � 2 îñòàâøèõñÿ è ò. ä. Êîãäà îñòà¼òñÿ îäèí
ïðåäìåò, îí ñòàâèòñÿ ïîñëåäíèì. Ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê :

n � (n � 1) � (n � 2) � ...� 3 � 2 � 1:

Òàêîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò1 äî n íàçûâàþò ôàêòî-
ðèàëîì ÷èñëà n (¾ýí ôàêòîðèàë) è îáîçíà÷àþò n!:

n! = 1 � 2 � 3 � ...� n:

Íóæíî îïðåäåëèòü ôàêòîðèàë íóëÿ . Ïîëàãàþò ïî îïðåäåëåíèþ 0! = 1.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ n âåðíî ðàâåíñòâî n! = ( n � 1)! � n. Ïîýòîìó ôàêòîðèàëû
óäîáíî âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî:

1! = 1, 2! = 1 � 2 = 2, 3! = 2! � 3 = 2 � 3 = 6 è ò. ä.

Â òàáëèöå äàíû ôàêòîðèàëû äëÿn= 1, 2, ..., 10.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n! 1 2 6 24 120 720 5040 40 320 362 880 3 628 800

Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì n ôàêòîðèàën! ðàñò¼ò î÷åíü áûñòðî.

131
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Óïðàæíåíèÿ

335. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç áóêâ À, Â, Ñ è öèôð 7, 8 è 9, åñëè êàæäàÿ áóêâà è öèôðà

èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç?
336. Ïðîäàâåö ñóâåíèðíîé ëàâêè êàæäîå óòðî âûñòàâëÿåò íà âèòðèíó â ðÿä

10 ðàçíûõ ñòàòóýòîê. Êàæäûé ðàç îí ñòàâèò èõ ïî-íîâîìó, íè ðàçó íå ïîâòîðÿÿñü.
Õâàòèò ëè åìó10 ëåò, ÷òîáû ïåðåïðîáîâàòü âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû?

337. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ òåëåôîííûõ íîìåðîâ, ñîñòà âëåííûõ èç
öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 è 7, åñëè êàæäàÿ öèôðà èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç?

338. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ðàñïîëîæèòü â ïðîèçâîëüíîì ï îðÿäêå:
à) áóêâû ðóññêîãî àëôàâèòà; á) áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà?
339. Âî ñêîëüêî ðàç ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ðóññêèõ áóêâ ïðåâûøàåò ÷èñëî ïåðå-

ñòàíîâîê ëàòèíñêèõ?

Ðèñ. 36

340. Ñêîëüêî ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ) ìîæíî
ñîñòàâèòü èç áóêâ Ò, Î, Ð è Ã? (Êàæäóþ áóêâó íóæíî èñïîëüçî-
âàòü ðîâíî îäèí ðàç.)

341. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü òðè êðåñòèêà
íà ïîëå 3 � 3 äëÿ èãðû â êðåñòèêè-íîëèêè òàê, ÷òîáû íèêàêèå
äâà êðåñòèêà íå íàõîäèëèñü íà îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòà-
ëè? Íà ðèñ. 36 ïîêàçàíà îäíà èç âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê.

342. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü âîñåìü ëàäåé íà øàõìàòíóþ
äîñêó òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå ëàäüè íå áèëè äðóã äðóãà? Íà ðèñ.37 ïîêàçàíà îäíà
èç âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê.

Ðèñ. 37
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Ÿ 16. ×èñëî ñî÷åòàíèé Ck
n

Ÿ 16. ×èñëî ñî÷åòàíèé Ck
n

16.1. Ôîðìóëà ÷èñëà ñî÷åòàíèé

Èç n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ òðåáóåòñÿ âûáðàòük øòóê, ïðè ýòîì íå âàæíî, â êàêîì
ïîðÿäêå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Êîëè÷åñòâî ñ ïîñîáîâ îáîçíà÷èì Ck

n
(÷èòàåòñÿ ¾öý èç ýí ïî êà¿). ×èñëîCk

n íàçûâàþò ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k.
Ñîñòàâèì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ïðåäìåòîâ, âûáèðàÿ èõ èç n èìåþùèõñÿ

ïðåäìåòîâ. Ïðèìåíèì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ: íà ïåðâîå ìåñòî ìîæ íî ïîñòàâèòü
ëþáîé èç n ïðåäìåòîâ, íà âòîðîå �� ëþáîé èç n � 1 îñòàâøèõñÿ ïðåäìåòîâ è ò. ä.
Ïåðåìíîæèì k ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ íà åäèíèöó ìåíüøå ïðåäûäóùåã î.
Ïîäóìàåì, êàêîé ìíîæèòåëü áóäåò ïîñëåäíèì. Ê ýòîìó ìîìåíòó ìû óæå âçÿëè
k � 1 ïðåäìåò, ïîýòîìó íåòðîíóòûõ ïðåäìåòîâ îñòàëîñü n � (k � 1). Ïîëó÷àåì
ïðîèçâåäåíèå:

n � (n � 1) � (n � 2) � ...� (n � (k � 1)) :

Ñòîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòük ïðåäìåòîâ â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå èç
èìåþùèõñÿ n ïðåäìåòîâ.

Ó÷ò¼ì òåïåðü, ÷òî ïîðÿäîê âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ íå âàæåí. Ïîý òîìó âñå
ïåðåñòàíîâêè k âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ íóæíî îòîæäåñòâèòü. Ïåðåñòàíîâîê âñå ãî k!.
Ñëåäîâàòåëüíî,

Ck
n =

n� (n � 1) � (n � 2) � ... � (n � (k � 1))
k! :

Îïèøåì ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ñëîâàìè. ×òîáû âû÷èñëèòü Ck
n, íóæíî íàïèñàòü

â ÷èñëèòåëå äðîáè ïðîèçâåäåíèåk ìíîæèòåëåé ïî óáûâàíèþ, íà÷èíàÿ ñ n, à â
çíàìåíàòåëå k ìíîæèòåëåé ïî âîçðàñòàíèþ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Íàïðèìåð,

C3
8 =

8� 7 � 6
1� 2 � 3 = 56:

Åñëè â íàøåì ïðèìåðå ìû ïðîäîëæèì ïðîèçâåäåíèÿ â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå,
òî ïîëó÷èì äðóãóþ çàïèñü:

C3
8 =

(8 � 7 � 6) � (5 � 4 � 3 � 2 � 1)
(1 � 2 � 3) � (1 � 2 � 3 � 4 � 5)

= 8!
3! � 5! :

Â îáùåì âèäå ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ïðèíèìàåò âèä

Ck
n =

n!
k!(n � k)!

:

Â òàêîì âèäå ÷èñëî ñî÷åòàíèé óäîáíî çàïèñûâàòü, íî íå ñëèøêî ì óäîáíî âû÷èñëÿòü.
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Ôàêòîðèàë íóëÿ èçâåñòåí:0! = 1. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷èñëàC0
n, Cn

n è C0
0,

ïîëüçóÿñü îáùåé ôîðìóëîé Ck
n =

n!
k!(n � k)!

:

C0
0 = 0!

0! � 0! = 1
1� 1 = 1:

Àíàëîãè÷íî C0
n =

n!
0! � n! = 1 è Cn

n =
n!

n! � 0! = 1.

Óïðàæíåíèÿ

343. Âû÷èñëèòå: à)C0
n; á) Cn

n; â) C1
n; ã)Cn� 1

n .
344. Èç ÷åòûð¼õ ýêçàìåíîâ �� ïî èñòîðèè, õèìèè, ëèòåðàòóðå è áèîëîãèè ��

âûïóñêíèê ïëàíèðóåò âûáðàòü äâà. Âûïèøèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà.
345. Âû÷èñëèòå: à)C2

6 è C4
6; á) C3

7 è C4
7; â) C3

9 è C6
9.

346. Îïèðàÿñü íà ñìûñë ÷èñëà ñî÷åòàíèé, äîêàæèòå, ÷òîCk
n = Cn� k

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ñî÷åòàíèé Ck
n åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü (îòëîæèòü

â ñòîðîíó) k ïðåäìåòîâ èç n ïðåäìåòîâ. Íî ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî îñòàâøèåñÿ n� k
ïðåäìåòîâ îòëîæèòü â äðóãóþ ñòîðîíó. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cn� k

n ñïîñîáàìè. Îòñþäà
è ñëåäóåò, ÷òîCk

n = Cn� k
n . J

347. Äîêàæèòå, ÷òîC2
n =

n(n � 1)
2 .

348. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû7, â êîòîðûõ ðîâíî òðè
áóêâû A è ÷åòûðå áóêâûB?

349. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû òî÷êè, íèêàêèå ÷åòûðå èç íèõ íå ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè âäàííûõ òî÷êàõ, åñëè
âñåãî òî÷åê:

à) 4; á) 5; â) 8; ã) 12; ä)n?
350. Íà ïëîñêîñòè äàíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Êàæäûå äâå ïðÿìûå ïåðåñ åêàþòñÿ,

íî íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ñêîëüêî òðåóãîë üíèêîâ îáðàçîâàíî
ýòèìè ïðÿìûìè, åñëè âñåãî ïðÿìûõ:

à) 4; á) 5; â) 8; ã) 12; ä)n?
351. Â ïðîñòðàíñòâå äàíî íåñêîëüêî ïëîñêîñòåé. Êàæäûå äâå ïëîñêîñòè

ïåðåñåêàþòñÿ, íî íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé ïðÿìî é. Ñêîëüêî âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûõ ïåðåñå÷åíèé, åñëè ïëîñêîñòåé:

à) 4; á) 5; â) 8; ã) 12; ä)n?
352. Â ïðîñòðàíñòâå äàíî íåñêîëüêî ïëîñêîñòåé òàêèì îáðàçîì, ÷ò î ëþáûå

÷åòûðå ïëîñêîñòè îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðûé òåòðàýäð. Ñêîëüêî âñåãî òåòðàýäðîâ
îáðàçóþò ýòè ïëîñêîñòè, åñëè ïëîñêîñòåé:

à) 4; á) 7; â) 9; ã) 12; ä)n?
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n

353. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû òî÷êè, íèêàêèå ÷åòûðå èç íèõ íå ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òåòðàýäðîâ ñ âåðøèíàìè â äàííûõ òî÷êàõ, åñëè
âñåãî òî÷åê:

à) 6; á) 9; â) 12; ã) 15; ä)n?
354. Áèàòëîíèñò ñòðåëÿåò â10 ìèøåíåé. Îáîçíà÷èì áóêâîé Ó ïîïàäàíèå

è áóêâîé Í ïðîìàõ. Ìîæåò, íàïðèìåð, ñëó÷èòüñÿ òàêàÿ ïîñëåäî âàòåëüíîñòü âû-
ñòðåëîâ: ÓÍÍÓÓÓÍÓÓÍ. À ñêîëüêî âñåãî ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëü íîñòåé âûñòðåëîâ
ìîæåò áûòü ñ øåñòüþ ïîïàäàíèÿìè?

355. Íà ïîäúåçäå ñòîèò ìåõàíè÷åñêèé êîäîâûé çàìîê ñ äåñÿòüþ êíîï êàìè.
×òîáû îòêðûòü çàìîê, íóæíî íàæàòü òðè îïðåäåë¼ííûå êíîïêè î äíîâðåìåííî.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé?

356. Íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè êàæäûé èç ó÷¼íûõ ïîæàë ðóêè âñåì îñòà ëüíûì.
Ñêîëüêî ïðîèçîøëî ðóêîïîæàòèé, åñëè ó÷¼íûõ áûëî:

à) 4; á) 5; â) 6; ã) 9; ä)n?
357. Íà óðîêå ó÷èòåëü ïëàíèðóåò âûçâàòü5 ó÷àùèõñÿ ê äîñêå. Âñåãî â êëàññå

25 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé åñòü ó ó÷èòåëÿ?
358. Â ñåìèçíà÷íîì òåëåôîííîì íîìåðå åñòü öèôðû 3, 5 è 8. Îñòàëüíûå

öèôðû åäèíèöû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íîìåðîâ?
359. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷åòûðå êðåñòèêà è ïÿòü íîëèêîâ

íà ïîëå 3 � 3 êëåòêè? Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå âûèãðûøíûõ êîìáèíàöèé íå èãðàåò
ðîëè.

360. Â öèðêå øåñòü ó÷¼íûõ âîðîí �� îäíà áåëàÿ, îñòàëüíûå ÷¼ðíûå.

à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü îäíó áåëóþ è òð¼õ ÷¼ðíûõ âîðîí?
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷åòûð¼õ ÷¼ðíûõ âîðîí?
â) Ñêîëüêî âñåãî åñòü ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷åòûð¼õ âîðîí?
ã) Êàê ñâÿçàíû òðè ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäàíèé à);á) è â)?
361. Åñòü100 ëàìïî÷åê �� îäíà ïåðåãîðåâøàÿ, îñòàëüíûå èñïðàâíûå. Èç ýòè õ

ëàìïî÷åê íàóäà÷ó âûáèðàþò 45 øòóê.
à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü îäíó íåèñïðàâíóþ ëàìïî÷êó è 44 èñ-

ïðàâíûå?
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü45 èñïðàâíûõ ëàìïî÷åê?
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â) Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü45 ëàìïî÷åê?
ã)* Êàê ñâÿçàíû òðè ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäàíèé à); á) è â)?
362. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â âèäå

ñóììû k íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ (ñóììû, èìåþùèå ðàçíûé ïîðÿäîê ñëàã àåìûõ,
ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè)?

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì â ðÿä n êðóæêîâ. Îòäåëèì ñëåâà îäèí èëè íåñêîëüêî
êðóæêîâ ÷åðòîé �� ýòî áóäåò ïåðâîå ñëàãàåìîå â ðàçáèåíèè. Ïîòîì åù¼ íåñêîëüêî ��
ýòî áóäåò âòîðîå ñëàãàåìîå �� è ò. ä. ×òîáû îòäåëèòü äðóã îò äðóãàk ñëàãàåìûõ, íàì
ïîòðåáóåòñÿk � 1 ÷åðòà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñòàâèòñÿ ìåæäó êàêèìè-íèáóäü äâóìÿ
êðóæêàìè.

Íàïðèìåð, äëÿ ðàçáèåíèÿ 2, 4, 3, 2 ÷èñëà11 ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ:

� � j � � � � j � � � j � �

Âñåãî êðóæêîân, çíà÷èò, ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íèìè n � 1. Âñåãî k � 1 ÷åðòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòCk� 1

n� 1 òàêèõ ðàçáèåíèé.

363*. Â ñåìèçíà÷íîì òåëåôîííîì íîìåðå åñòü öèôðû 3, 5 è 8. Âñå öèôðû
âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ïåðâàÿ öèôðà ìîæåò áûòü íó ë¼ì. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ íîìåðîâ?

364*. Ëåñòíèöà ñîñòîèò èç10ñòóïåíåê. Ìîæíî ïðûãíóòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî
ñòóïåíåê. Ñêîëüêî åñòü ðàçíûõ ñïîñîáîâ ïðåîäîëåòü ëåñòíèöó òðåìÿ ïðûæêàìè?

365*. Â êèîñêå ïðîäàþòñÿ êðàñíûå, ñèíèå è áåëûå âîçäóøíûå øàðû. Âñåãî
íóæíî êóïèòü 12 øàðîâ, ïðè÷¼ì íóæíî õîòÿ áû ïî îäíîìó øàðó êàæäîãî öâåòà.
Ñêîëüêî âîçìîæíî êîìáèíàöèé?

366*. Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ êðàñíûå, ñèíèå è áåëûå âîçäóøíûå øàðû. Âñåãî
íóæíî êóïèòü 12 øàðîâ. Öâåòà ðîëè íå èãðàþò. Ñêîëüêî òåïåðü âîçìîæíî êîìáè-
íàöèé?

367*. à) Íà øàõìàòíóþ äîñêó 8 � 8 ïîñòàâèëè ñåìü îäèíàêîâûõ ëàäåé òàê,
÷òîáû íèêàêèå äâå íå áèëè äðóã äðóãà (ëàäüè áüþò äðóã äðóãà, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ
íà îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè).

à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ òàêîé ðàññòàíîâêè?
á) Ðåøèòå áîëåå îáùóþ çàäà÷ó äëÿ äîñêèn� n êëåòîê èk ëàäåé (k6 n).

16.2. Ðåêóððåíòíîå ñâîéñòâî ÷èñåë Ck
n

Òåîðåìà. Äëÿ âñåõn> 2 è äëÿ âñåõk îò 1 äî n � 1 âåðíî ðàâåíñòâî

Ck
n = Ck� 1

n� 1 + Ck
n� 1:
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n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ n ïðåäìåòîâ �� îäèí èç íèõ íàçîâ¼ì îñîáûì,
îñòàëüíûå n � 1 ïðåäìåòîâ �� îáû÷íûå. Âûáåðåì k ïðåäìåòîâ ( 0< k< n). Åñòü äâå
âîçìîæíîñòè.

1. Âñåk ïðåäìåòîâ îáû÷íûå. Òàêèõ ñî÷åòàíèé Ck
n� 1.

2. Îáû÷íûõ ïðåäìåòîâ k � 1, à îäèí ïðåäìåò îñîáûé. Òàêèõ ñî÷åòàíèé Ck� 1
n� 1.

Íî òåì ñàìûì ìû ó÷ëè âñå ñî÷åòàíèÿ �� ñ îñîáûì ïðåäìåòîì è áåç í åãî. À âñåãî
ñî÷åòàíèé Ck

n. Çíà÷èò,Ck
n = Ck� 1

n� 1 + Ck
n� 1: J

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé 1 äëÿ ÷èñåëCk
n.

16.3. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ÷èñëà Ck
n ïîñëåäîâàòåëüíî, ïåðå-

õîäÿ îò ìåíüøèõ n ê áîëüøèì. ×òîáû óâèäåòü, êàê ýòî ïîëó÷àåòñÿ, ïîñòðîèì
òðåóãîëüíóþ ÷èñëîâóþ òàáëèöó. Âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà áóäåò C0

0 = 1. Â êàæäîì
ðÿäó íà îäíî ÷èñëî áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì. ×èñëà êàæäîãî ñë åäóþùåãî ðÿäà
ïîëó÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. Êðàéíèå ÷èñëà â êàæäîì ðÿäó ðàâíû1.
2. Íå êðàéíåå ÷èñëî â ðÿäó ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íàä íèì â ïðåäû-

äóùåì ðÿäó.

Ìû ïîëó÷èëè àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê , èëè òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ 2.

Ñòðîêè è ñòîëáöû òðåóãîëüíèêà (ñòîëáöû íàêëîííûå) íóìåðóþ òñÿ
ñ íóëÿ. Ïîëüçóÿñü òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ, ëåãêî íàõîäèòü Ck

n äëÿ íå î÷åíü áîëü-
øèõ n. Íàïðèìåð, íàéä¼ì C4

6. Â øåñòîé ñòðîêå ÷åòâ¼ðòîå ÷èñëî ðàâíî15 (ñì.
ðèñ. 38). Çíà÷èò,C4

6 = 15.

Ðèñ. 38

1 Ðåêóðñèåé íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàíåå
íàéäåííûõ ÷ëåíîâ. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ÷ èñëàCk

n äëÿ êàæäîãîn, åñëè óæå íàéäåíû
÷èñëà äëÿ ïðåäûäóùåãîn. Ïîýòîìó ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò ðåêóððåíòíîé.

2 Ïî èìåíè ôðàíöóçñêîãî ó÷¼íîãî Áëåçà Ïàñêàëÿ, èçó÷àâøåãî ñâ îéñòâà ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

137



Ãëàâà VIII. Êîìáèíàòîðèêà

368. Âûïèøèòå ïåðâûå 10 ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
369. Ïîëüçóÿñü òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ, íàéäèòå:
à)C3

6, C2
8, C5

9, C4
10; á) C0

4 + C1
4 + C2

4 + C3
4 + C4

4; â) C0
5 � C1

5 + C2
5 � C3

5 + C4
5 � C5

5.
370. Äîñòðîéòå òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ äî äâåíàäöàòîé ñòðîêè. Ñ ïîì îùüþ

ñâîåãî ïîñòðîåíèÿ íàéäèòå:
à)C3

11; á) C7
12; â) C8

12; ã)C9
12.

371. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéäèòå:
à)C8

13; á) C9
13.

Ðèñ. 39

372. Ñõåìà äîðîæåê ïîêàçàíà íà ðèñ. 39. Äâèãàòüñÿ ïî äîðîæ-
êàì ìîæíî òîëüêî âíèç. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïóòåé âåä¼ò èç òî÷êè ñòàðòà
S â òî÷êó ôèíèøà F?

Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì äîðîæêè: òå, ÷òî âåäóò âíèç-âïðàâî, â ñè-
íèé öâåò, à òå, ÷òî âåäóò âíèç-âëåâî, �� â êðàñíûé. Ëþáîé ïóòüèç S
â F ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ äîðîæåê, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî äâå ñèíèå.
Ýòî ÷èñëî ðàâíî C2

4 = 6.

373. Íà ðèñ. 40 ïîêàçàíà ñõåìà äîðîæåê. Äâèãàòüñÿ ïî äîðîæêàì ìîæ íî òîëüêî
âíèç. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïóòåé âåä¼ò èç òî÷êèS â òî÷êó:

à) F0; á) F1; â) F2; ã) F3; ä) F4; å) F5?

Ðèñ. 40 Ðèñ. 41

374. Ñõåìà äîðîæåê òàêàÿ æå, êàê â çàäà÷å 373, òîëüêî ðÿäîâ ñòàëî áîëüøå
(ñì. ðèñ. 41) Ñêîëüêî ðàçíûõ ïóòåé âåä¼ò èç òî÷êèS â òî÷êóFk (0< k< n)?

16.4. Ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà

Ñåé÷àñ íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ, êàê ðàñêðûòü ñêîáêè â âûðàæåíèè (a+ b)n, ãäå
n �� ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ n= 2 è n= 3 îòâåò äàþò ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî
óìíîæåíèÿ:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3b2a+ b3:
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Ÿ 16. ×èñëî ñî÷åòàíèé Ck
n

Åñëè âû íå ïîìíèòå ýòè òîæäåñòâà, ïðîâåðüòå èõ ñïðàâåäëèâîñòü íåïîñðåäñòâåí-
íûì óìíîæåíèåì.

Âûïèøåì èç ôîðìóë òîëüêî êîýôôèöèåíòû:

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàþò ñî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàìè òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ. Âðÿä ëè òàêîå ñîâïàäåíèå ñëó÷àéíî. Äîêàæåì ýòî.

Ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè (a + b)n. Ïîëó÷èòñÿ ñóììà, ñîñòîÿùàÿ èç
ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ:

(a+ b)n = an + ...+ ( akbn� k + akbn� k + ...+ akbn� k)
| {z }

ñêîëüêî òàêèõ ñëàãàåìûõ?

+ ...+ bn:

Â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåìn ìíîæèòåëåé. Êàæäàÿ
ñêîáêà âíîñèò â ïðîèçâåäåíèå ñâîé âêëàä â âèäå îäíîãî ìíîæèò åëÿ �� a èëè b.

Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ñëàãàåìîå akbn� k. Ñêîëüêî ðàç îíî âñòðåòèòñÿ? Î÷åâèäíî,
ñòîëüêî, ñêîëüêî åñòü ñïîñîáîâ âûáðàòük ìåñò äëÿ ìíîæèòåëÿ a â ïðîèçâåäåíèè n
ìíîæèòåëåé. Òàêèõ ñïîñîáîâ ðîâíî Ck

n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìîå akbn� k âñòðå÷àåòñÿ â ñóììå ðîâíî Ck
n ðàç.

Ïîýòîìó

(a+ b)n = Cn
nan + Cn� 1

n an� 1b+ Cn� 2
n an� 2b2 + ...+ C2

na2bn� 2 + C1
nabn� 1 + C0

nbn:

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé áèíîìà 1 Íüþòîíà .

Ïðèìåð 8. Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ (a+ b)6. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàïè-
ñàòü ñëàãàåìûåa6, a5b, a4b2 è äàëåå äîb6, ñíàáäèâ èõ êîýôôèöèåíòàìè
èç øåñòîé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ:

(a+ b)6 = a6 + 6a5b+ 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6:

Ïðàâèëî ïðîñòîå �� â êàæäîì ñëåäóþùåì ñëàãàåìîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó a óìåíü-
øàåòñÿ íà åäèíèöó, ïîêàçàòåëü ób óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, à êîýôôèöèåíòû
áåðóòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

1 Áèíîì îçíà÷àåò äâó÷ëåí.
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Ãëàâà VIII. Êîìáèíàòîðèêà

Óïðàæíåíèÿ

375. Èçâåñòíî, ÷òî p+ q= 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:
à) p3 + 3p2q+ 3pq2 + q3; á) p4 + 4p3q+ 6p2q2 + 4pq3 + q3.

376. Èçâåñòíî, ÷òî a+ b= 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:
à) a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3; á) a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b3.
377. Ïðåäñòàâüòå â ñòàíäàðòíîì âèäå ìíîãî÷ëåí:
à) (x+ 1)5; á) (y+ 2)4; â) (x+ y)4; ã) (x+ a)7.
378. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ (a � b)n.
379. Äîêàæèòå, ÷òîC0

n + C1
n + ...+ Cn

n = 2n, òî åñòü ñóììà ÷èñåë ân-é ñòðîêå
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ðàâíà2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n = Cn
nan + Cn� 1

n an� 1b+ Cn� 2
n an� 2b2 + ...+ C2

na2bn� 2 + C1
nabn� 1 + C0

nbn

è ïîëîæèì â íåé a= b= 1. Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ2n, à â ïðàâîé

C0
n + C1

n + ...+ Cn
n: J

380*. Íàéäèòå áåñêîíå÷íóþ ñóììó

1
C0

0
+ 1

C0
1 + C1

1
+ 1

C0
2 + C1

2 + C2
2

+ ...

381. Äîêàæèòå, ÷òî çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà ÷èñåë ân-é ñòðîêå òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ ðàâíà íóëþ.

382. Ïðåäñòàâüòå ñòåïåíü â âèäå ñóììû îäíî÷ëåíîâ:
à) (x+ 1)5; á) (y � 1)6; â) (z+ 2)4; ã) (m� 2)7.
383. Ðåøèòå óðàâíåíèåx5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x= 31.
384*. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
C0

100sin0x � cos200x+ C1
100sin2x � cos198x+ ...+ C100

100sin200x � cos0x.
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Ãëàâà IX

Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè è áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Ÿ 17. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

17.1. Óñïåõ è íåóäà÷à

Íàïîìíèì, ÷òî èñïûòàíèåì Áåðíóëëè íàçûâàþò ñëó÷àéíûé îïûò, êî-
òîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì èç äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Íà ïðèìåð,
ïîäáðîøåííàÿ ìîíåòà ïàäàåò ëèáî îðëîì, ëèáî ðåøêîé ââåðõ. Ñ òðåëîê

ìîæåò ïîïàñòü â ìèøåíü, à ìîæåò ïðîìàõíóòüñÿ. Ó÷åíèê â êîíòð îëüíîé ðàáîòå
ìîæåò äàòü âåðíûé îòâåò, à ìîæåò �� íåâåðíûé. Ìû ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àëèñü
ñ òàêèìè îïûòàìè.

Îäíî èç äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â òàêèõ îïûòàõ óñëîâíî íàç ûâàþò
óñïåõîì , à äðóãîå �� íåóäà÷åé.

Âåðîÿòíîñòü óñïåõà îáû÷íî îáîçíà÷àþò p. Òîãäà âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è ðàâíà
1 � p. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî q.

Ïîä îäèíàêîâûìè èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè ìû áóäåì ïîíèìàòü èñï ûòàíèÿ,
â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè óñïåõà p è íåóäà÷èq îäèíàêîâû.

Äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íåçàâ èñèìûõ è îäèíà-
êîâûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè �� ñåðèÿõ.

Ñåðèåé èñïûòàíèé Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ îïûò, ñîñòîÿùèé èç íåçàâèñè-
ìûõ è îäèíàêîâûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S��

÷èñëî óñïåõîâ è
S
n �� ÷àñòîòà óñïåõà â ñåðèè èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Ñåðèÿ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì, ýëåìåíòàðíûå
èñõîäû êîòîðîãî ñîñòîÿò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óñïåõîâ è í åóäà÷. Îáîçíà÷èì
óñïåõ áóêâîé Ó, à íåóäà÷ó áóêâîé Í. Ïóñòü ñåðèÿ ñîñòîèò èçn èñïûòàíèé. Òîãäà
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â ýòîé ñåðèè èñïûòàíèé ìîæíî çàïèñàòü ê àê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç áóêâ Ó è Í. Â êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî n
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Ãëàâà IX. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè è áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñèìâîëîâ. Áóêâû Ó è Í èäóò â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì íàñòóïàþò ó ñïåõè è íåóäà÷è.
Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: ÓÓÓ ...Ó, ÍÓÓ ...Ó, ÓÍÓ ...Ó è ò. ä.

Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè?
Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íàì ïîìîæåò îáû÷íîå êîìáèíàòîðíîå ï ðàâèëî óìíîæåíèÿ.
Íà êàæäîå èç n ìåñò ìîæíî ïîñòàâèòü ëèáî óñïåõ (Ó), ëèáî íåóäà÷ó (Í). Ïîýòî ìó
ñóùåñòâóåò âñåãî2n ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç áóêâ Ó è Í äëèíû n.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñåðèè èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè âñåãî 2n ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé .

17.2. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ
â ñåðèè èñïûòàíèé Áåðíóëëè

Ñåðèþ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòàâíîé îïûò. Â êàæ-
äîì îòäåëüíîì èñïûòàíèè âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà p, à âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è ðàâíà
q. Ïîëüçóÿñü íåçàâèñèìîñòüþ îòäåëüíûõ èñïûòàíèé, ìîæíî íàé òè âåðîÿòíîñòè
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, ñåðèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè èñïûòàíèé. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü
èñõîäà ÓÓÍÍÓ. Ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèì ûõ ñîáûòèé

P(ÓÓÍÍÓ ) = p � p � q � q � p = p3q2:

Î÷åâèäíî, òàêàÿ æå âåðîÿòíîñòü áóäåò ó ëþáîãî èñõîäà, â êîòîðîì òðè óñïåõà è äâå
íåóäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ â ñåðèè è ñïûòàíèé
Áåðíóëëèíå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ÷åðåäîâàíèÿ óñïåõîâ è íåóäà÷, à çàâè-
ñèò òîëüêî îò èõ êîëè÷åñòâà .

Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà, ñîäåðæàùåãî k óñïåõîâ â ñåðèè èç
n èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ðàâíà pkqn� k.

Ïðèìåð 1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò ÷åòûðå ðàçà. Íàéä¼ì âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øåñò¼ðêà âûïàäåò òîëüêî ïðè ïåðâîì è òðåòüåì
áðîñêàõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü óñïåõ �� âûïàäåíèå øåñò¼ðêè, à íåóäà÷à �� âûïàäåíèå ëþ áîãî

äðóãîãî ÷èñëà î÷êîâ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåõàp= 1
6, à q= 5

6.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü íóæíîãî íàì ñîáûòèÿ ðàâíà

p2q2 =
�

1
6

� 2
�
�

5
6

� 2
= 25

1296 � 0,019:

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêîå ñîáûòèå ñëó÷àåòñÿ íå÷àñòî.
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Ÿ 18. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî óñïåõîâ¿

Ïðèìåð 2. Â ÷àñòè À âàðèàíòà ÅÃÝ ïî ðóññêîìó ÿçûêó30çàäàíèé. Ê êàæäîìó
èç íèõ ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà îòâåòà, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí âåðíûé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îòâåòû âûïóñêíèê äà¼ò ñëó÷àéíî. Ïîýòî ìó âåðîÿòíîñòü

óñïåõà (îòâåò âåðíûé) ðàâíàp=
1
4. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

âñå îòâåòû îêàæóòñÿ íåâåðíûìè.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è (îòâåò íåâåðíûé)q= 3
4. Âåðîÿòíîñòü 30íåâåð-

íûõ îòâåòîâ ðàâíà �
1
4

� 0�
3
4

� 30
� 0,0002:

Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå ¾âñå îòâåòû íåâåðíûå¿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîå, åñëè
çàïîëíÿòü áëàíê ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ÿ 18. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾÷èñëî óñïåõîâ¿

18.1. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé â ñåðèè èñïûòàíèé Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó S�� ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé
Áåðíóëëè. Îíà ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî n. Íàñ èíòåðåñóåò ñîáûòèåS= k.
Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàñòóïèëî ðîâíî k óñïåõîâ. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ÷åðåäîâàíèÿ
óñïåõîâ è íåóäà÷ íå âàæåí. Ñîáûòèþ S = k áëàãîïðèÿòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà pkqn� k. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé? Êàæäîå èç íèõ çàïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóêâ
Ó è Í, ïðè÷¼ì âñåãî n áóêâ è ðîâíî k èç íèõ �� áóêâû Ó. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíî Ck

n.

Çíà÷èò, â ñåðèè èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè ðîâíî Ck
n ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-

òèé, ñîäåðæàùèõk óñïåõîâ è n � k íåóäà÷.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P(S = k) = Ck
npkqn� k:

Ýòó ôîðìóëó íåñëîæíî çàïîìíèòü: Ck
n �� ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, pk ñèìâîëè-

çèðóåòk óñïåõîâ, à qn� k ñèìâîëèçèðóåò îñòàâøèåñÿn� k íåóäà÷.

Ïðèìåð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñòðåëÿåì â ìèøåíü, à âåðî-

ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
1
3. Âñåãî ïðîèçâîäèòñÿ ñåìü âûñòðåëîâ. Âîïðîñ:

êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ìèøåíü ðîâíî òðè ðàçà?
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Ðåøåíèå. Ýòîò îïûò �� ñåðèÿ èç ñåìè èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ñ âåðîÿòíîñòü þ

óñïåõà p=
1
3 è âåðîÿòíîñòüþ íåóäà÷è q= 1� p=

2
3. Ïî îáùåé ôîðìóëå

P(S = 3) = C3
7 � p3q4 = 35�

�
1
3

� 3
�
�

2
3

� 4
� 0,256:

18.2. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî óñïåõîâ¿

Âû÷èñëèâ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèéS= k, ìû ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû S:

S �

 
0 1 2 ... k ... n

qn C1
n pqn� 1 C2

n p2qn� 2 ... Ck
npkqn� k ... pn

!

:

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿáèíîìèàëüíûì . ×èñëàn è p íàçûâà-
þòñÿ ïàðàìåòðàìè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàçâàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ åãî ñâÿçüþ ñ ôîðìóëîé áèíîìà. Êàê
èçâåñòíî,

(p+ q)n = C0
n p0qn + C1

np1qn� 1 + C2
n p2qn� 2 + ...+ Ck

npkqn� k + ...+ Cn
npnq0:

Ïîñêîëüêó p+ q= 1, ñóììà âåðîÿòíîñòåé â òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà 1.

Ïðèìåð 4. Èìååòñÿ ñåðèÿ èç ïÿòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñp = 1
2.

Ïîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî óñïåõîâ ¿.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è q òàêæå ðàâíà
1
2. Ïîýòîìó

S �

0

@
0 1 2 3 4 5

� 1
2

� 5
C1

5 �
� 1

2

� 5
C2

5 �
� 1

2

� 5
C3

5 �
� 1

2

� 5
C4

5 �
� 1

2

� 5 � 1
2

� 5

1

A :

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ck
5, ïîëó÷èì

S �

0

@
0 1 2 3 4 5
1
32

5
32

10
32

10
32

5
32

1
32

1

A :

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû íå ñòàëè ñîêðàùàòü äðîáè.

Ïðèìåð 5. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ n= 16 ïðè p= 0,25.

Âû÷èñëåíèÿ â ýòîì ïðèìåðå ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì. Âû ìîæåòå èõ ïðîâåðèòü
ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà èëè êîìïüþòåðà:

 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0,01 0,053 0,134 0,208 0,225 0,18 0,11 0,052 0,02 0,006 0,0010 0 0 0 0 0

!

:
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Â òàáëèöå çíà÷åíèÿ îêðóãëåíû äî òûñÿ÷íûõ. Íà÷èíàÿ ñ 11óñïåõîâ âåðîÿòíîñòè
íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî îêðóãëåíèå ïðåâðàòèëî èõ â íóëè.

Èç òàáëèöû õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íåñèììåòðè÷íî. Ýòîãî è ñëåäî-
âàëî îæèäàòü â íàøåì ïðèìåðå, ãäå p6= q.

18.3. Âåðîÿòíîñòè áîëåå ñëîæíûõ ñîáûòèé

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûå ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷ òî ÷èñëî óñïå-
õîâ çàêëþ÷åíî â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ, òî åñòü ñåé÷àñ íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ k6 S6 m.

×òîáû íàéòè P(k6 S6 m), íóæíî ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé S= k, S= k+ 1,
..., S= m:

P(k 6 S 6 m) = Ck
npkqn� k + Ck+ 1

n pk+ 1qn� k� 1 + ...+ Cm
n pmqn� m:

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü èìåííî òàêèå ñóììû.
Ñåé÷àñ ýòî ìîæíî ñäåëàòü áûñòðî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ðàíüø å, êîãäà âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí íå áûëî, íóæíû áûëè ñëîæíûå ìåòîäû ïðèáëèæ¼íí ûõ âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð 6. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè âîñüìè áðîñàíèÿõ
èãðàëüíîé êîñòè øåñò¼ðêà âûïàäåò íå ìåíåå ÷åòûð¼õ, íî íå áîëåå
øåñòè ðàç.

Ðåøåíèå. Èìååì
P(4 6 S 6 6) = C4

8 p4q4 + C5
8p5q3 + C6

8p6q2 =

= 70�
�

1
6

� 4
�
�

5
6

� 4
+ 56�

�
1
6

� 5
�
�

5
6

� 3
+ 28�

�
1
6

� 6
�
�

5
6

� 2
� 0,0344:

Ïðèìåð 7. Â ÷àñòè À âàðèàíòà ÅÃÝ ïî ðóññêîìó ÿçûêó30 çàäàíèé. Ìèíè-
ìàëüíûé òðåáóåìûé áàëë ðàâåí 17. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü äàòü íå ìåíåå 17 âåðíûõ
îòâåòîâ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòâå÷àÿ íà âîïðîñû?

Ðåøåíèå. Íàñ èíòåðåñóåò ñîáûòèåS> 17. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà ïðè âûïîëíå-

íèè îäíîãî çàäàíèÿ íàì èçâåñòíà: p=
1
4. Âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è q=

3
4. Âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ S> 17 ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèéS= 17, S= 18, S= 19 è òàê
äàëåå äîS= 30:

P(S > 17) = C17
30

�
1
4

� 17� 3
4

� 13
+ C18

30

�
1
4

� 18� 3
4

� 12
+ ...+ C30

30

�
1
4

� 30� 3
4

� 0
� 0,0002:

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå îòâåòîâ ñîáûòèå ¾íå ìåí åå 17 âåðíûõ
îòâåòîâ¿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîå.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óäîáíî âìåñòî âåðîÿòíîñòè íóæíîãî ñîáû òèÿ ñíà÷àëà
íàéòè âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ.
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Ïðèìåð 8. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç øåñòè èñïûòàíèé Áåð-
íóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p= 0,3 íàñòóïèò õîòÿ áû îäèí óñïåõ.

Ðåøåíèå. Âìåñòî ñîáûòèÿ S> 1 ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå S= 0.
Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ íàéòè íåñëîæíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è q
ðàâíà 0,7, ïîëó÷àåì

P(S > 1) = 1 � P(S = 0) = 1 � C0
6p0q6 = 1� 0,76 � 0,882:

Óïðàæíåíèÿ

385. Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè Ó è Í äëÿ óñïåõà è íåóäà÷è, ïåðå-
÷èñëèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â ñåðèè èç òð¼õ èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

386. Ñêîëüêî âñåãî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ñåðèè èç:
à) ÷åòûð¼õ èñïûòàíèé Áåðíóëëè? á) ïÿòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè?
387. Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â ñåðèè èç ïÿòè èñïûòàíèé Áåðíóë-

ëè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ òðåìÿ óñïåõàìè ïîäðÿä.
388. Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â ñåðèè èç øåñòè èñïûòàíèé

Áåðíóëëè, â êîòîðûõ åñòü:
à) ðîâíî ïÿòü íåóäà÷; á) ðîâíî ÷åòûðå óñïåõà; â) ìåíåå òð¼õ óñïåõîâ.
389. Óêàæèòå â òàáëèöå, ñêîëüêî â ñåðèè èç ÷åòûð¼õ èñïûòàíèé Áåðíóëëè

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áåç óñïåõîâ, ñ îäíèì óñïåõîì, ñ äâóìÿ ó ñïåõàìè è ò. ä.

×èñëî óñïåõîâ 0 1 2 3 4

×èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

390. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò èç ïÿòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ïîëüçóÿñü îáîçíà-
÷åíèÿìè Ó äëÿ óñïåõà è Í äëÿ íåóäà÷è, âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ,
â êîòîðûõ ðîâíî:

à) îäèí óñïåõ; á) äâà óñïåõà; â) òðè óñïåõà; ã) ÷åòûðå óñïåõà.
391. Â èñïûòàíèè Áåðíóëëè èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü óñïåõàp. Íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòü íåóäà÷è q, åñëè:

à) p= 1
4; á) p= 0,02; â) p= 2

7; ã) p= 0,83.
392. Â ÷àñòè À âàðèàíòà ÅÃÝ ïî ðóññêîìó ÿçûêó30 çàäàíèé. Ê êàæäîìó

èç íèõ ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà îòâåòà, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí âåðíûé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îòâåòû âûïóñêíèê äà¼ò ñëó÷àéíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âûïóñêíèê äàñò âåðíûé îòâåò:

à) íà ïåðâîå çàäàíèå; á) íà ïåðâûå äâà çàäàíèÿ;
â) òîëüêî íà ïåðâîå çàäàíèå; ã) òîëüêî íà ïåðâûå äâà çàäàíèÿ?
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393. Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå:
à) 2 óñïåõàì â ñåðèè èç4 èñïûòàíèé Áåðíóëëè;
á) 5 óñïåõàì â ñåðèè èç6 èñïûòàíèé Áåðíóëëè.
394. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ñåðèè èç 8 èñïûòàíèé Áåðíóëëè

áëàãîïðèÿòñòâóåò:
à) 2 óñïåõàì; á) 6 óñïåõàì; â) 5 óñïåõàì; ã) 3 óñïåõàì?
395. Ñêîëüêî ðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëàãîïðèÿòñòâóåò ïîÿ âëåíèþ 3

îðëîâ, åñëè ìîíåòó áðîñàþò:
à) 3 ðàçà; á)5 ðàç; â)7 ðàç; ã)9 ðàç; ä)n ðàç?
396. Ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 10 èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Êàêèõ ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé áîëüøå: òåõ, ÷òî áëàãîïðèÿòñòâóþò òð¼ì óñïåõàì, èëè òåõ, ÷òî áëàãî-
ïðèÿòñòâóþò ñåìè óñïåõàì?

397. Ïðîèçâåäåíà ñåðèÿ èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Íàéäèòå n, åñëè îáùåå
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàâíî:

à) 16; á) 64; â) 256; ã) 2048; ä) 2m.
398. Äîêàæèòå, ÷òî â ñåðèè èç15 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ÷èñëî âîçìîæíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øåñòè óñïåõàì, ðàâíî ÷èñëó ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ:

à) äåâÿòè íåóäà÷àì; á) äåâÿòè óñïåõàì; â) øåñòè íåóäà÷àì.
399. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Âûðàçèòå ôîðìóëîé ÷èñëî

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå áëàãîïðèÿòñòâóþò ïîÿâëåíè þ:
à) 2 èëè 3 óñïåõîâ; á) íå áîëåå 5 óñïåõîâ;
â) 4, 6 èëè 9 óñïåõîâ; ã) áîëåån� 4 óñïåõîâ;
ä) ìåíåå 4 íåóäà÷; å)2, 3 èëè 4 íåóäà÷.
400*. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ñåðèè èç134 èñïûòàíèé Áåð-

íóëëè, êîòîðûå áëàãîïðèÿòñòâóþò ïîÿâëåíèþ:
à) 133óñïåõîâ; á) 1 óñïåõà.
401. Â íåêîòîðîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè óñïåõ íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñ òüþ

p= 0,5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç ÷åòûð¼õ òàêèõ èñïûòàíèé:
à) íàñòóïèëî ðîâíî äâà óñïåõà; á) íàñòóïèë ðîâíî îäèí óñïåõ;
â) íàñòóïèëî ðîâíî òðè óñïåõà; ã) âñå èñïûòàíèÿ îêîí÷èëèñü í åóäà÷åé.
402. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ðîâíî òð¼õ îðëîâ â ñåðèè áðîñ àíèé

ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû, åñëè ìîíåòó áðîñàþò:
à) 3 ðàçà; á)5 ðàç; â)7 ðàç; ã)9 ðàç; ä)8 ðàç; å)n ðàç.
403. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò øåñòü ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïÿò¼ðêà âûïàäåò:
à) 3 ðàçà; á)5 ðàç; â)1 ðàç; ã)6 ðàç; ä)2 ðàçà; å) íè ðàçó.
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404. Â íåêîòîðîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè óñïåõ íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñ òüþ
p= 0,4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç4 òàêèõ èñïûòàíèé:

à) íàñòóïèëî áîëåå äâóõ óñïåõîâ;
á) íàñòóïèëî íå áîëåå äâóõ íåóäà÷;
â) íå âñå èñïûòàíèÿ îêîí÷èëèñü íåóäà÷åé;
ã) íàñòóïèëî ìåíüøå ÷åòûð¼õ óñïåõîâ.
405. Â íåêîòîðîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè íåóäà÷à íàñòóïàåò ñ âåðîÿòí îñòüþ

q=
1
3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç ïÿòè òàêèõ èñïûòàíèé:
à) íàñòóïèëî ðîâíî äâà óñïåõà; á) íàñòóïèë ðîâíî îäèí óñïåõ;
â) íàñòóïèëî áîëüøå äâóõ óñïåõîâ; ã) íàñòóïèëî ìåíüøå ÷åòûð ¼õ óñïåõîâ.
406. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â ïÿòèêðàòíîì áðîñàíèè ñèììåò-

ðè÷íîé ìîíåòû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) âûïàäåò ðîâíî òðè îðëà;
á) âûïàäåò íå ìåíåå äâóõ, íî íå áîëåå ÷åòûð¼õ îðëîâ;
â) âûïàäåò ëèáî îäíà ðåøêà, ëèáî òðè ðåøêè;
ã) îð¼ë âûïàäåò íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàç;
ä) ðåøêà âûïàäåò íå ìåíåå òð¼õ ðàç;
å) ëèáî ðîâíî äâà ðàçà âûïàäåò ðåøêà, ëèáî ðîâíî îäèí ðàç âûïà äåò îð¼ë.

Ÿ 19. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
÷èñëà óñïåõîâ

19.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà óñïåõîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS�� ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n èñ-
ïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. Òîãäà

ES = np:

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷èñëî óñïåõîâ â ïåðâîì èñïûòàíèè S1. Ýòà
âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Áåðíóëëè:

S1 �
�

0 1

q p

�

:

Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

ES1 = 0� q+ 1� p = p:

×èñëî óñïåõîâ âî âòîðîì èñïûòàíèè íàçîâ¼ì S2. Àíàëîãè÷íî E S2 = p. Ïîñòóïèì
òàê æå ñî âñåìè èñïûòàíèÿìè. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñë ó÷àéíûõ âåëè÷èí
S1, S2, S3, ..., Sn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ESk = p.
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Ÿ 19. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ÷èñëà óñïåõîâ

Î÷åâèäíî, S= S1 + S2 + S3 + ...+ Sn.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

ES = ES1 + ES2 + ES3 + ...+ ESn = np:

Òåîðåìà äîêàçàíà. J

Ïðèìåð 9. Íàéä¼ì îæèäàåìîå ÷èñëî óäà÷ ïðè n= 20 èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõàp= 0,4.

Ðåøåíèå. Èìååì

ES = np = 20� 0,4 = 8:

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èíòóèòèâíî ïîíÿòåí: åñëè â ñðåäíåì íà ñòóïàåò4 óñïåõà
â 10 ïîïûòêàõ, òî â ñðåäíåì äîëæíî áûòü 8 óñïåõîâ â 20 ïîïûòêàõ.

Óïðàæíåíèÿ

407. Âñïîìíèòå è çàïèøèòå â òåòðàäè ôîðìóëó âåðîÿòíîñòè k
óñïåõîâ ïðè n èñïûòàíèÿõ.

408. ×åìó ðàâíî îæèäàåìîå ÷èñëî óñïåõîâ ïðè âåðîÿòíîñòè óñïåõà p =
1
2

â ñåðèè èç20 èñïûòàíèé? Ïîäáðîñüòå äâàäöàòü ðàç ìîíåòó, ñ÷èòàÿ óñïåõîì
âûïàäåíèå îðëà. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî íàñòóïèâøèõ óñïåõîâ. Ñî âïàëî ëè ÷èñëî
óñïåõîâ ñ îæèäàåìûì çíà÷åíèåì?

409. Âûáåðèòå ïðàâèëüíîå óòâåðæäåíèå.
à) ×åì áîëüøå âåðîÿòíîñòü óñïåõà, òåì áîëüøå îæèäàåìîå ÷èñëî íåóäà÷.
á) ×åì áîëüøå âåðîÿòíîñòü óñïåõà, òåì ìåíüøå îæèäàåìîå ÷èñë î íåóäà÷.
â) Îæèäàåìîå ÷èñëî óñïåõîâ çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ è íèêàê

íå ñâÿçàíî ñ âåðîÿòíîñòüþ íåóäà÷è.
410. Ïî ïîëó ðàññûïàëè ñîäåðæèìîå êîðîáêè, â êîòîðîé ëåæàëî ñòî ê íîïîê.

Ñêîëüêî ñëåäóåò îæèäàòü êíîïîê, ëåæàùèõ îñòðè¼ì ââåðõ, åñëè âåðîÿòíîñòü
âûïàäåíèÿ êíîïêè îñòðè¼ì ââåðõ ðàâíà 0,35?

411. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 120 ðàç. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
÷èñëà îïûòîâ, â êîòîðûõ:

à) ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ áóäåò êðàòíî 3; á) âûïàäåò ïÿò¼ðêà.
412. Â òåñòå èç16 çàäà÷ êàæäàÿ çàäà÷à ñíàáæåíà4 âàðèàíòàìè îòâåòà, íî

òîëüêî îäèí îòâåò èç ÷åòûð¼õ âåðíûé. Øêîëüíèê íå ãîòîâ ê òåñòó è âûáèðàåò
îòâåòû íàóãàä. Íàéäèòå îæèäàåìîå ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ.

149



Ãëàâà IX. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè è áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

413. Êàíöåëÿðñêóþ êíîïêó áðîñàþò íà ñòîë 300 ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî âûïàäåíèé îñòðè¼ì ââåðõ¿ ðàâíî
135. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾êíîïêà óïàëà îñòðè¼ì ââåðõ¿?

19.2. Äèñïåðñèÿ ÷èñëà óñïåõîâ

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàS�� ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n
èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.

Òåîðåìà. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûS ðàâíà

DS = npq:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì ýòó ôîðìóëó òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ôîðìóëó
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

S = S1 + S2 + S3 + ...+ Sn:

Îòäåëüíûå èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ñëó÷àéí ûå âåëè÷èíû
S1, S2, ... ,Sn òîæå íåçàâèñèìû.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âåðíî ñâîéñòâî: äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà
ñóììå äèñïåðñèé:

DS = DS1 + DS2 + DS3 + ...+ DSn:

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè äèñïåðñèè ÷èñëà óñïåõîâ äëÿ êàæäî ãî åäèíè÷íîãî
èñïûòàíèÿ è çàòåì ñëîæèòü èõ. Âîò äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S1:

DS1 = ES2
1 � (ES1)2:

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S1 è S2
1 ñîâïàäàþò: S2

1 = S1. Ïîýòîìó

ES2
1 = ES1 = p:

Ñëåäîâàòåëüíî,
DS1 = p� p2 = p(1 � p) = pq:

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûS2, S3, ..., Sn èìåþò òàêèå æå ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî èS1. Ïîýòîìó
èõ äèñïåðñèè òîæå ðàâíûpq. Ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì

DS = DS1 + DS2 + DS3 + ...+ DSn = npq: J

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S
ðàâíî

p
npq.
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Ÿ 19. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ÷èñëà óñïåõîâ

Óïðàæíåíèÿ

414. Ðàññìîòðèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ï. 19.2. Ïî÷åìó ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû S2

1 è S1 ñîâïàäàþò?
415. Óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ äèñïåðñèÿ ÷èñëà óñïåõîâ

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèé Áåðíóëëè?
416. ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî íåóäà÷¿ â ñåðèè èçn

èñïûòàíèé Áåðíóëëè?
417. Ïðè êàêîì p äèñïåðñèÿ ÷èñëà óñïåõîâ ân èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ìàêñè-

ìàëüíà?
418. Ïî ïîëó ðàññûïàëè ñîäåðæèìîå êîðîáêè, â êîòîðîé ëåæàëî ñòî ê íîïîê.

Êíîïêà ïàäàåò îñòðè¼ì ââåðõ ñ âåðîÿòíîñòüþ0,35. Íàéäèòå äèñïåðñèþ è ñòàíäàðò-
íîå îòêëîíåíèå âåëè÷èíû ¾÷èñëî êíîïîê, óïàâøèõ îñòðè¼ì ââå ðõ¿.

419. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè13500ðàç. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX:
à) ÷èñëî áðîñêîâ, ïðè êîòîðûõ âûïàâøåå ÷èñëî î÷êîâ êðàòíî 3;
á) ÷èñëî áðîñêîâ, ïðè êîòîðûõ âûïàëà ïÿò¼ðêà.
Íàéäèòå D(X).
420. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ âûñòðåëîâ ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàä àíèÿ ðàâíà

p= 0,3. Ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïîïàäàíèé îáîçíà÷èì S. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû S, åñëè âñåãî ïðîèçâåäåíî:

à) 100âûñòðåëîâ; á)1000âûñòðåëîâ; â)2500âûñòðåëîâ.

421*. Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî DS6
1
4n, ãäå DS�� äèñïåðñèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè¿. Ïðè êàêîé

âåðîÿòíîñòè óñïåõà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî DS=
1
4n?
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Ãëàâà X

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Ÿ 20. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

20.1. Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé âñòðå÷àëñÿ êàæäîìó ÷åëîâåêó
ìíîãî ðàç: îæèäàíèå òðîëëåéáóñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî îïûòó ìû çíàåì, ÷òî
ýòîò òðîëëåéáóñ õîäèò äîâîëüíî ÷àñòî �� â ñðåäíåì êàæäûå 10 ìèíóò. Ýòî çíàíèå
ïîçâîëÿåò íàì îöåíèòü âîçìîæíóþ äëèòåëüíîñòü îæèäàíèÿ. Ìû ðàññóæäàåì òàê:
òðîëëåéáóñ ïðèõîäèò â ñðåäíåì êàæäûå äåñÿòü ìèíóò. Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî åãî
ïðèä¼òñÿ æäàòü7 ìèíóò, èëè 15 ìèíóò, èëè äàæå20 ìèíóò. Ïîñëåäíåå ñîáûòèå ìû
ñ÷èòàåì ìåíåå âåðîÿòíûì, ÷åì äåñÿòèìèíóòíîå îæèäàíèå. Ïîë ó÷àñîâîå îæèäàíèå
íàì ïîêàæåòñÿ ñòðàííûì, è ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷òî-òî ñëó÷èë îñü, íàïðèìåð
ïîëîìêà íà ìàðøðóòå.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì äàëüøå íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå îò ñðåäíåãî , òåì ìåíåå âåðî-
ÿòíûì îíî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ. Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîæíî âûðàçè òü ìàòåìàòè÷åñêè
òî÷íî ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà.
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Ÿ 20. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

Òåîðåìà (íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è èìååò
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EX. Ïóñòü c �� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Òîãäà
P(X > c) 6

EX
c : (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì òîëüêî òå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, êîòîðûå
íå ìåíüøå ÷åì c. Íàçîâ¼ì èõ x1, x2, ..., xn, à èõ âåðîÿòíîñòè íàçîâ¼ì p1, p2, ..., pn.

Ðàññìîòðèì ñóììó
x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn:

Ýòà ñóììà ïîõîæà íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè ÷èíû X, íî â íåé
ó÷òåíû íå âñå çíà÷åíèÿX. Òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íå âîøëè â ñóììó, íåîòðèöàòåëüíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ýòà ñóììà íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åì EX:

x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn 6 EX:

Äëÿ âñåõxk âåðíî, ÷òî c 6 xk. Çíà÷èò, åñëè çàìåíèòü êàæäîåxk ÷èñëîì c, ñóììà
ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ. Ïî êðàéíåé, ìåðå áîëüøå îíà íå ñòà íåò. Ïîýòîìó

cp1 + cp2 + ...+ cpn 6 EX:

Âûíåñåì çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü c:

c(p1 + p2 + ...+ pn) 6 EX:

Â ñêîáêàõ îñòàëàñü ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ òåõ çíà÷åíèéX, êîòîðûå íå ìåíüøå
÷åì c. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X > c:

p1 + p2 + ...+ pn = P(X > c):

Èç íàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî cP(X > c) 6 EX. Îòñþäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:

P(X > c) 6
EX
c : J

20.2. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

Òåîðåìà (íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà). Äëÿ âñÿêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,
èìåþùåé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E X è äèñïåðñèþ DX, è ïðîèçâîëüíî-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ñ âåðíî íåðàâåíñòâî

P(jX � EXj > c) 6
DX
c2 : (1)
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Ãëàâà X. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Àíäðåé Àíäðååâè÷
Ìàðêîâ

Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷
×åáûø¼â

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y = jX � EXj. Îíà íåîò-
ðèöàòåëüíà, ïîýòîìó ñîáûòèå Y > c ñîâïàäàåò ñ ñîáûòèåì Y2 > c2. Ïðèìåíèì
ê âåëè÷èíåY íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà:

P(jX � EXj > c) = P(Y2 > c2) 6
EY2

c2 =
E(X � EX)2

c2 =
DX
c2 : J

Ÿ 21. Òåîðåìà ×åáûø¼âà

Ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà äà¼ò ïðîñòåéøèé âàðèàíò òàê íàçûâàåìîãî çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà ×åáûø¼âà. Ïóñòü X1, X2, ... ,Xn �� íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m è d èõ îáùèå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ��

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âåëè÷èíX1, X2, ... ,Xn:

Y =
X1 + X2 + ...+ Xn

n :

Òîãäà äëÿ ëþáîãî c> 0 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ jY � mj < c ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n.

Ïîñêîëüêó c> 0 ìîæíî âçÿòü ëþáûì ÷èñëîì, â ÷àñòíîñòè ñêîëü óãîäíî ìàëûì,
èç òåîðåìû ×åáûø¼âà âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå(çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïðè áîëüøîì n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Y ñ áëèçêîé ê åäèíèöå âåðîÿòíîñòüþ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îòm.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y:

EY =
EX1 + EX2 + ...+ EXn

n =
1
n � n � m = m;

DY = D
� X1 + X2 + ...+ Xn

n

�
= 1

n2 � (DX1 + DX2 + ...+ DXn) = 1
n2 � n � d = d

n :

Ïðèìåíèì ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Ïîëó÷èì

P(jY � mj > c) 6
d

nc2 :

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ:

P(jY � mj < c) > 1 �
d

nc2 :

Ïóñòü ÷èñëî n íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Òîãäà ÷èñëî1 � d
nc2 ñòðåìèòñÿ

ê åäèíèöå.
Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ jY � mj < c íå ïðåâîñõîäèò 1, à ïîýòîìó íà-

õîäèòñÿ ìåæäó ÷èñëàìè1 �
d

nc2 è 1. Ïîñêîëüêó 1�
d

nc2 ñòðåìèòñÿ ê1, âåðîÿòíîñòü

P(jY � mj < c) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. J

Ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû ×åáûø¼âà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè
X1, X2, ... ,Xn �� ðåçóëüòàòû êàêèõ-ëèáî íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé îäíîé è òîé æå
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû è ýòè èçìåðåíèÿ íå ñîäåðæàò ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê,
òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñ ðîñòîì n ïðèáëèæàåòñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ m
ýòîé âåëè÷èíû.

Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X1, X2, ... ,Xn �� îäíîâðåìåííûå ïîêà-
çàíèÿ íåñêîëüêèõ ÷àñîâ â îäíîì è òîì æå ìåñòå. Îíè ìîãóò ðàçëè ÷àòüñÿ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ïîãðåøíîñòè ñëó÷àéíû. Áóäåì ñ÷èòàòü
òàêæå, ÷òî îøèáêè â ïîêàçàíèÿõ ÷àñîâ íåçàâèñèìû.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîêàçàíèé ÷àñîâ. Èç òåîðåìû ×åáûø¼âà
ñëåäóåò, ÷òî ýòîìó óñðåäí¼ííîìó âðåìåíè ñëåäóåò äîâåðÿòü áîëüøå, ÷åì îòäåëüíûì
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ïîêàçàíèÿì. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî êàêèå- òî îòäåëüíûå ÷àñû
òî÷íåå âñåõ è òî÷íåå ñðåäíåãî. Íî ýòà ìûñëü íàì íå ïîìîæåò: ìû âåäü íå
çíàåì, êàêèå èìåííî ýòî ÷àñû. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ëó÷øå
â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå.

Ÿ 22. Òåîðåìà Áåðíóëëè

Äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë �� òåîðåìà Áåðíóëëè. Îíà îò-
íîñèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå S, ðàâíîé ÷èñëó óñïåõîâ â ñåðèè èçn èñïûòàíèé.
Òåîðåìà Áåðíóëëè óòâåðæäàåò, ÷òî÷àñòîòà ñîáûòèÿ áëèçêà ê åãî âåðîÿòíîñòè
â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè, ñêîðåå âñåãî, ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïðè áîëü øîì ÷èñëå
èñïûòàíèé n.

Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
�
�
�
S
n � p

�
�
� < c ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòà-

íèé áëèçêà ê åäèíèöå.
×èñëî c ìîæåò áûòü ëþáûì, íî ÷åì ìåíüøå c, òåì á �îëüøèì äîëæíî áûòü n.
Òåîðåìà Áåðíóëëè ïîÿâèëàñü íàìíîãî ðàíüøå, ÷åì òåîðåìà ×åá ûø¼âà. Íî ìû

íå ñòàíåì ïðèâîäèòü èñòîðè÷åñêè ïåðâóþ ôîðìóëèðîâêó è äîêà çàòåëüñòâî òåîðåìû
Áåðíóëëè. Ïîéä¼ì ïðîñòûì ïóò¼ì: ïîëó÷èì òåîðåìó Áåðíóëëè ê àê ÷àñòíûé ñëó÷àé
òåîðåìû ×åáûø¼âà.

Ïóñòü S�� ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ

óñïåõà p â êàæäîì èñïûòàíèè, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
S
n �� ÷àñòîòà óñïåõà. Ïóñòü

c > 0 �� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îíî ìîæåò áûòü è ñêîëü óãîäíî
ìàëûì.

Òåîðåìà Áåðíóëëè. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
�
�
�
S
n � p

�
�
� < c ñòðåìèòñÿ ê åäè-

íèöå ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå,Sk �� ÷èñëî óñïåõîâ â èñïûòàíèè ñ íî-

ìåðîì k. ÒîãäàS
n �� ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âåëè÷èíS1, S2, ... ,Sn. Âñå ýòè âåëè÷èíû

èìåþò îáùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå p è îáùóþ äèñïåðñèþ pq.

Ïðèìåíèì ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå S
n òåîðåìó ×åáûø¼âà: âåðîÿòíîñòü

P
� �

�
�
S
n � p

�
�
� < c

�

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n. Òåîðåìà äîêàçàíà. J
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22.1. Èçìåðåíèå âåðîÿòíîñòåé

×òî îçíà÷àåò òåîðåìà Áåðíóëëè? Äëÿ ëþáûõ, äàæå î÷åíü ìàëûõ ÷èñåëc > 0
è a > 0, óâåëè÷èâàÿn, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

P
� �

�
�
S
n � p

�
�
� < c

�
> 1 � a:

Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî

P
� �

�
�
S
n � p

�
�
� < 0,05

�
> 0,95

áóäåò çàâåäîìî âåðíî ïðè n> 400.
Ïóñòü â íåêîòîðîì ñëó÷àéíîì îïûòå íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñ òü îïðåäåë¼ííî-

ãî ñîáûòèÿ A. Äîïóñòèì, ÷òî ìû ìîæåì ìíîãîêðàòíî è íåçàâèñèìî îñóùåñòâë ÿòü
ýòîò îïûò â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ, òàê ÷òî îò ðàçà ê ðàçó p = P(A) íå ìåíÿåòñÿ.
Ïîâòîðèì îïûò n ðàç. Ïðè ýòîì ÷èñëî îïûòîâ n íå äîëæíî çàâèñåòü îò èñõîäîâ
îòäåëüíûõ îïûòîâ! Ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàòü ÷èñëî n çàðàíåå.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî îïûòîâ, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Îáîçíà÷èì ýòî

÷èñëî S. Îòíîøåíèå S
n �� ýòî ÷àñòîòà ñîáûòèÿ A â n îïûòàõ. Ïîëó÷àåòñÿ õîðîøî

èçâåñòíàÿ ñõåìà �� âñþ ñîâîêóïíîñòü îïûòîâ ìîæíî ðàññìàòðè âàòü êàê ñåðèþ
èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.

Ïî òåîðåìå Áåðíóëëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ÷àñòîòà ñîáûòèÿ,
ñêîðåå âñåãî, áëèçêà ê åãî âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó

S
n � p:

Ýòîò ðåçóëüòàò äà¼ò ïðàêòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü âåðîÿòíîñòè ñ ïîìîùüþ
÷àñòîò, ëèøü áû ýêñïåðèìåíò ìîæíî áûëî ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿ òü.

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òî÷íîñòüþ èçìåðåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùè ì ïðàâèëüíûì
ïîäáîðîì n, ìû âûíóæäåíû îñòàâèòü çà ïðåäåëàìè ýòîé êíèãè.

Ÿ 23. Âûáîðî÷íûé ìåòîä

Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ìîãóò ñëóæèòü ïðîñòîé è óäîáíîé ïðèáëèæ ¼ííîé ìîäå-
ëüþ äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðà, êîãäà ÷èñëåííîñòü âñåé èçó÷àåìîé ñîâî-
êóïíîñòè îáúåêòîâ èëè ëþäåé ( ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ) âåëèêà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàñ èíòåðåñóåò äîëÿ îáúåêòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò îïðåäåë¼ííûì ñâîéñòâîì,
ñêàæåì ñâîéñòâîì A. Ïóñòü N �� ÷èñëåííîñòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, M ��
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÷èñëî îáúåêòîâ ñî ñâîéñòâîì A. Íè N, íè M íàì íå èçâåñòíû è íàñ íå èíòåðåñóþò.
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

p =
M
N :

Äëÿ å¼ îöåíêè ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþò n îáúåêòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñëó-
÷àéíîå ÷èñëî òåõ îòîáðàííûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâî éñòâîì A. Îöåíêîé

íåèçâåñòíîãî p ìîæåò ñëóæèòü äðîáü
S
n.

Ìû ãîâîðèëè ïðåæäå, ÷òî ñëó÷àéíûé âûáîð ìîæíî îñóùåñòâëÿòü , îòáèðàÿ
îáúåêòû ñëó÷àéíî è ïîñëåäîâàòåëüíî ïî îäíîìó. Óñïåõîì ïðè ý òîì ìîæíî íàçûâàòü
âûáîð îáúåêòà ñî ñâîéñòâîì A.

Ïðè âûáîðå èç êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè âåðîÿòíîñòü óñïåõà íå î ñòà¼òñÿ ïîñòîÿí-
íîé. Îíà ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ è çâëå÷åíèé. Òàê, åñëè

âåðîÿòíîñòü ïðè ïåðâîì èçâëå÷åíèè âûáðàòü îáúåêò ñî ñâîéñòâîì A ðàâíà
M
N , òî

ïðè âòîðîì îíà ðàâíà ëèáî
M

N � 1, ëèáî
M � 1
N � 1 â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ïåðâîãî

âûáîðà è ò. ä. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëó÷àéíûé âûáîð èç êîí å÷íîé ñîâîêóïíîñòè
íå ÿâëÿåòñÿ ñåðèåé èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Îäíàêî åñëè ÷èñëà M è N âåëèêè, òî âñå óïîìÿíóòûå âåðîÿòíîñòè óñïåõîâ
ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Çíà÷èò, åñëè îáú¼ì âûáîðêè ìàë ïî ñðàâíåíèþ
ñ ÷èñëåííîñòüþ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, òî ñëó÷àéíûé âûá îð ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ñåðèè èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ïîýòîìó ñõåìó Áåðíóëëè ìîæíî ï ðèìåíÿòü äëÿ
ïðèáëèçèòåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå.

Óäèâèòåëüíûì è âàæíûì ôàêòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåîáõîäèìûé
îáú¼ì âûáîðêè n íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.
Îøèáî÷íû ìíåíèÿ, ÷òî îáú¼ì âûáîðêè äîëæåí áûòü êàê-òî ïðîïî ðöèî-

íàëåí îáú¼ìó ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Òàêîé çàâèñèìîñòè íåò. Îáú¼ì âûáîðêè
çàâèñèò òîëüêî îò íóæíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Í å çàáóäåì, ÷òî âñ¼
ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê áîëüøèì ãåíåðàëüíûì ñîâîêóïíîñòÿì!

Â ñîöèîëîãè÷åñêèõ îáñëåäîâàíèÿõ ãåíåðàëüíûå ñîâîêóïíîñò è ñîñòîÿò èç ñîòåí
òûñÿ÷ èëè ìèëëèîíîâ îáúåêòîâ. Âûáîðêè îáú¼ìîì ïîëòîðû �� äâ å òûñÿ÷è ÷åëîâåê
äàþò âïîëíå ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü îöåíêè.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü íóæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ïðè-
çíàêà â áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè ëþäåé, ñêàæåì âåðîÿòíîñòü p òîãî, ÷òî
âçðîñëûé ãîðîäñêîé æèòåëü â Ðîññèè èìååò ëè÷íûé àâòîìîáèëü. Äîïó-

ñòèìîå îòêëîíåíèå ïóñòü áóäåò 0,03. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè (òî åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñäåëàííàÿ îöåíêà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ áîëüøå ÷åì íà 0,03)
íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü 0,05.
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Óñëîâèÿ òðåáóþò óêàçàòü òàêîån, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

P
� �

�
�
S
n � p

�
�
� < 0,03

�
> 1 � 0,05= 0,95:

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ïîäîáíûå âîïðîñû (î òî÷íîñòè ñòàòèñòè÷ åñêèõ îöåíîê) íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé êíèãå. Íî ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà, òî åñòüîòâåò íà ïîñòàâëåííûé
âîïðîñ, ïðèâåñòè ìîæíî.

Îêàçûâàåòñÿ,n äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ÷åì 1070. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî
ñîñòàâèòü ñëó÷àéíóþ âûáîðêó èç 1100�� 1200 âçðîñëûõ ðîññèéñêèõ ãîðîæàí, ÷òîáû
ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü äîëþ àâòîâëàäåëüöåâ ñðåäè ãîðîæàí Ðîññèè. Ïðè-
ìå÷àòåëüíî ïðè ýòîì, ÷òî îáú¼ì âûáîðêè íå çàâèñèò îò ÷èñëåíí îñòè ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå îò ÷èñëåííîñòè ãîðîäñêîãî íà ñåëåíèÿ.
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Ãëàâà XI

Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè ñëó÷àéíûå ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ìí îæåñòâà
ñîáûòèé äèñêðåòíû. Â òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ìîæíî íàçíà÷èòü âåðîÿòíîñòü êàæ-
äîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáû òèÿ ðàâíà ñóììå
âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ýòî ñîáûòèå.

Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéä¼ò î ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ íåïðåðûâíûìè ìíîæå-
ñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ÿ 24. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

24.1. Íåïðåðûâíûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Íà÷í¼ì îáñóæäåíèå ñ êîíêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàññìîòðèì èçìå-
ðåíèå òåìïåðàòóðû òåëà ìåäèöèíñêèì òåðìîìåòðîì. Ïîêàçàíè å òåðìîìåòðà, êîòîðîå
ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå, �� ýòî ýëåìåíòàðíûé èñõîä íàøåãî îï ûòà. Ñòîëáèê ðòóòè
îñòàíîâèòñÿ â êàêîì-òî ìåñòå. Ðåçóëüòàòîì áóäåò ÷èñëî èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà.
Åñëè òåìïåðàòóðà â äàëüíåéøåì èçìåíèòñÿ, òî ïîêàçàíèÿ òåðì îìåòðà òîæå áóäóò
ìåíÿòüñÿ, ïëàâíî ïðîõîäÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Òàêè ì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìåíÿþòñÿ íà íåêîòîðî ì ïðîìåæóòêå, íàïðè-
ìåð íà îòðåçêå îò 34 äî 42, åñëè òåðìîìåòð ïðîãðàäóèðîâàí â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ.

Ðàññìîòðèì äðóãîé îïûò �� âçâåøèâàíèå ïðåäìåòîâ íà ìåõàíè÷ åñêèõ âåñàõ.
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Ÿ 24. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Êîãäà âåñû óðàâíîâåñÿòñÿ, ðèñêà íà ïîäâèæíîé ãèðå óêàæåò âåñ ãðóçà.
È çäåñü ðåçóëüòàò âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèâûáðàííîé

åäèíèöå èçìåðåíèÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾ìàññà ïðåäìåòà¿ â ýòîì îïûòå
îáðàçóþò ÷èñëîâîé ëó÷[0;+ ¥ ).

Èíîãäà çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ êàê ïðÿìîé ð åçóëüòàò èç-
ìåðåíèÿ �� êàê â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ. Èíîãäà ñëó÷àéíàÿ âåë è÷èíà ïîëó÷àåòñÿ
â ðåçóëüòàòå îïûòà áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, ïî øèð îòå è äîëãîòå
äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ìîæíî âû÷èñëèòü ð àññòîÿíèå ìåæäó
íèìè. Íî çäåñü íàì íåäîñòàòî÷íî íåïîñðåäñòâåííûõ èçìåðåíè é. Òðåáóþòñÿ åù¼
è âû÷èñëåíèÿ.

Îáùåå âî âñåõ òð¼õ ïðèìåðàõ òî, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå
ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè �� ìíîæåñòâà èõ çíà÷åíèé ñîñòîÿò íå èç îòäåëüíûõ ÷èñåë,
à îáðàçóþò ïðîìåæóòêè.

Ó íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �� îäèí èëè
íåñêîëüêî ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

24.2. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Åäèíè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Íî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â íåïðåðûâíûõ ìíîæåñòâàõ ïðîèñõîäèò èíà÷å,
÷åì â äèñêðåòíûõ. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ðàñïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûìè ïîðöèÿìè, äèñêðåòíî. Ï ðè íåïðåðûâíîì
ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ ÷èñåë, êàê ïðàâèëî, ðàâíû íóëþ. Ïîëîæè-
òåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè îáëàäàþò íå îòäåëüíûå ÷èñëà, à ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè.

Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèõ îäèòñÿ îïèñû-
âàòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì �� íè òàáëèöû, íè äèàãðàììû äëÿ ýòî ãî íå ãîäÿòñÿ.

×òîáû îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíîé ñëó ÷àéíîé âåëè÷èíû
íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íóæíà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìí îæåñòâå çíà÷åíèé
ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Ãëàâà XI. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

0 x

y

y = f (x)

S= 1

Ðèñ. 42. Ïðèìåð ôóíêöèè ïëîòíîñòè

Îäíà èç òàêèõ ôóíêöèé �� ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè .
Ïóñòü X �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, [a; b] �� îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à ñîáû-

òèåa6 X 6 b èìååò âåðîÿòíîñòü P(a6 X 6 b). Ìîæíî ãîâîðèòü ïðîñòî: âåðîÿòíîñòü
îòðåçêà[a; b].

Ïóñòü ôóíêöèÿ y= f (x) óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì.
1� . Ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà: f (x) > 0 äëÿ âñåõx.
2� . Ïëîùàäü ôèãóðû, çàêëþ÷¼ííîé ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f (x)
è îñüþ àáñöèññ, ðàâíà1.

Åñëè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì1 è 2, òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî
îòðåçêà[a; b] ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôó íêöèè
y= f (x) è îñüþ àáñöèññ íà îòðåçêå[a; b], ðàâíà P(a6 X 6 b) (ñì. ðèñ. 43).

x

y

a b

y = f (x)

S= P(a 6 X 6 b)

Ðèñ. 43
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Ÿ 25. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü íà âñåé ÷èñ ëîâîé ïðÿìîé,
äàæå åñëè îáëàñòü çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çíà÷èòåëüíîìåíüøå. Íà òåõ
ïðîìåæóòêàõ, êîòîðûå íå ïîïàäàþò â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷ àéíîé âåëè÷èíû,
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàâíà íóëþ.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü
óñòðîåíû î÷åíü ñëîæíî. Áîëåå òîãî, äëÿ ìíîãèõ íåïðåðûâíûõ ñ ëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âîîáùå íå óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü. Íî â ïðàêòè÷ åñêèõ çàäà÷àõ
÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
íåïðåðûâíà èëè èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.

Ÿ 25. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âñòðå÷àåòñÿ íå òàê ìíîãî òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé. Äàëåå
ìû áóäåì ãîâîðèòü î íåêîòîðûõ èç íèõ è îá èõ ïëîòíîñòÿõ. Ïðîñò åéøèé ïðèìåð ��
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå .

Ïóñòü [a; b] �� ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïëîòíîñòü âåðîÿò íîñòè
f (x) îïðåäåëèì íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Âíå îòðåçêà[a; b] ïîëîæèì f (x) = 0.
Íà îòðåçêå [a; b] ïîëîæèì f (x) = c (c �� ïîñòîÿííîå ÷èñëî).

x

y

a b

c
S= 1

Ðèñ. 44. Ãðàôèê ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [a; b]

Çíà÷åíèå c íàéä¼ì, çíàÿ, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè y= f (x) äîëæíà
áûòü ðàâíà1. Ýòà ïëîùàäü ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè b � a è c.

Ïîëó÷àåì c � (b � a) = 1, îòêóäàc=
1

b� a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼í íîé íà îòðåçêå
[a; b] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî çàäàòü âûðàæåíèåì

f (x) =

8
>><

>>:

0, åñëèx < a,

1
b� a, åñëèa 6 x 6 b,

0, åñëèx > b:

163



Ãëàâà XI. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå1 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [a; b] ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ðàâíî
a+ b

2 , òî åñòü îíî íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå îòðåçêà çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 1. Åñëè ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû îñòà-
íîâèëèñü, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ìèíóòíîé è ÷àñîâî é
ñòðåëêàìè �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà
îòðåçêå[0� ; 180� ].

Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò îñòàíîâêè ìèíóòíàÿ ñò ðåëêà áóäåò
îòñòîÿòü îò ÷àñîâîé íå áîëåå ÷åì íà 5� â òó èëè èíóþ ñòîðîíó.

0 x

y

5 180

1
180

Ðèñ. 45

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ñòðåëêàìè X. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå.

Èìååì
P(0� 6 X 6 5� ) =

5� 0
180� 0 =

1
36 � 0,0278:

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [1; 4].

Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
1
2 6 Y 6 3.

0 x

y

1
2

1 3 4

1
3

Ðèñ. 46

1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ì îæíî îïðåäåëèòü. Íî âìåñòî
ñóììèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì, ï îñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ñìûñë ìàòåì àòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â íåïðåðûâíîì
ñëó÷àå òàêîé æå: òåîðåòè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû.
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Ÿ 25. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíî é
âåëè÷èíû Y (ðèñ. 46).

Îòðåçîê
h

1
2; 3

i
ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì[1; 4]. Îáùàÿ ÷àñòü îòðåçêîâ âûäåëåíà

íà ðèñóíêå. Ïëîùàäü âûäåëåííîé ôèãóðû ðàâíà 2 � 1
3 = 2

3.

25.1. Âû÷èñëåíèÿ ñ îêðóãëåíèåì

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ îáû÷íî ïðîâîäÿò ïðèáëèæ¼ííî. Ïðè îê ðóãëåíèè
âîçíèêàþò îøèáêè. Ýòè îøèáêè ñëó÷àéíû è ðàñïðåäåëåíû ðàâíî ìåðíî. Îòðåçîê
ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðàâèëà îêðóãëåíèÿ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû âåä¼ì âû÷èñëåíèÿ ñ äâóìÿ çíàêàìè ïîñëå ç àïÿòîé. Åñëè
ìû ïðîñòî îòáðàñûâàåì çíàêè íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, òî åñòü íå ó÷èòûâàåì äàëüíåéøèå
çíàêè, òî ïîëó÷àåì îøèáêó �� ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíîìåðí î ðàñïðåäåë¼ííóþ íà
îòðåçêå[0; 0,01].

Åñëè ìû ðåøèëè îêðóãëÿòü äî ñîòûõ ê áëèæàéøåìó ÷èñëó, òî îøèáêà áóäåò
ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [� 0,005; 0,005]. Ïðè òàêîì ñïîñîáå îøèáêè
â öåïî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíûõ îêðóãëåíèé íàêàïëèâàþòñÿ ìåäëåííåå: åñëè ñäåëàíî
n îêðóãëåíèé, òî ñóììàðíàÿ îøèáêà áóäåò, ñêîðåå âñåãî, ïðîïî ðöèîíàëüíà íå n,
à

p
n.

Óïðàæíåíèÿ

422. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà îòðåçêå[� 2; 2].

423. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [5; 9].
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) ñîáûòèÿ 26 X < 7;
á) ñîáûòèÿ 4,5< X 6 12,5;
â) ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî X îòêëîíÿåòñÿ îò EX íå áîëåå ÷åì íà 1;
ã) ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî X îòêëîíÿåòñÿ îò EX áîëåå ÷åì íà 0,5.
424. Ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû ïîëîæèëè â øêàô, è ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé îí è

îñòàíîâèëèñü. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñîâàÿ ñòðåëêà íàõîäèòñÿ ìåæäó4
è 6 ÷àñàìè.

425. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 1]. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèìåò çíà÷åíèå èç îòðåçêà:

à) [0,5; 0,8]; á) [0,1; 0,4]; â) [� 0,2; 0,5]; ã) [0,8; 1,5].
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Ãëàâà XII

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ÿ 26. Ïîíÿòèå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

Åñòü íåñêîëüêî îñîáåííî âàæíûõ òèïîâ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäå ëåíèé è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñëåäóþùèõ ýòèì ðàñïðåäåëåíèÿì.

Ìû ðàññêàæåì î äâóõ ñåìåéñòâàõ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé: íîðìàëüíîì
è ïîêàçàòåëüíîì. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþò ñëó÷àéíóþ èç ìåí÷èâîñòü â ðÿäå
ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé.

Ñàìî íàçâàíèå ¾íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå¿ ãîâîðèò, ÷òî ýòî ò òèï ñëó÷àéíîé
èçìåí÷èâîñòè âñòðå÷àåòñÿ ÷àñòî, ÷òî îí â íåêîòîðîì ñìûñëå ñ îñòàâëÿåò íîðìó.
Â ïðèðîäå ýòî èçìåí÷èâîñòü îäíîðîäíûõ îáúåêòîâ: ðàçìåðîâ æ èâîòíûõ èëè ðàñ-
òåíèé îäíîãî âèäà (èëè èõ îðãàíîâ), ðàçìåðîâ èëè èíûõ õàðàêò åðèñòèê ìàññîâîé
ïðîäóêöèè, ðåçóëüòàòîâ ïîâòîðíûõ èçìåðåíèé ïðèáîðàìè òîé èëè èíîé âåëè÷èíû
è ò. ï.

Ïóñòü X �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêî íó. Ýòà
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ. Òðàäèöèîííîå
îáîçíà÷åíèå äëÿ íèõ: a= EX è s2 = DX. ×èòàåòñÿ: ¾ñèãìà êâàäðàò¿, ñèãìà �� áóêâà
ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà. Ïàðàìåòðûa è s2 âìåñòå îïðåäåëÿþò êîíêðåòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ ïðèíÿòî ñîêðàùåíèå N(a, s2).

Íà ðèñ. 47 ïîêàçàíî íåñêîëüêî ãðàôèêîâ ïëîòíîñòè íîðìàëüíî ãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Âìåñòå ñ äèñïåðñèåés2 ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì îòêëîíå-
íèåì íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ s =

p
s2.

0 x

y

Ðèñ. 47
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0 x

y

a

Ðèñ. 48

Ïàðàìåòð a îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå (öåíòð) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ í à
÷èñëîâîé îñè. Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå s çàäà¼ò ìàñøòàá íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ �� ÷åì ìåíüøå s, òåì ñèëüíåå âåðîÿòíîñòü êîíöåíòðèðóåòñÿ âáëèçèa. Ýòî
âèäíî íà ãðàôèêàõ ïëîòíîñòè: ïðè áîëüøèõ s êðèâàÿ áîëåå ïîëîãàÿ, ÷åì ïðè ìàëûõ
(ñì. ðèñ. 48).

26.1. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåí èÿ

Ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(0,1) èìååò ïàðàìåòðû a= 0,
s2 = 1.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïð åäåëåíèå, îáî-
çíà÷èì áóêâîé Z. ÇàïèñüZ � N(0,1) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ èìååò
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïîä÷¼ðêèâàåò, ÷òî

EZ = 0, DZ = 1:

0 1� 1 2� 2 3� 3

1
p

2p
� 0;4

x

y

Ðèñ. 49. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåí èÿ
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Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíè ÿ:

y =
1

p
2p

e� x2
2 :

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ, ïîýòîìó å¼ ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
îñè y (ñì. ðèñ. 49).

Êàðë Ôðèäðèõ
Ãàóññ

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî íàçûâàþò ðàñïðåäåëå-
íèåì Ãàóññà1.

Ïðèãëàøàåì âàñ çàäóìàòüñÿ: ðàçâå íå óäèâèòåëüíî, ÷òî
äëÿ îïèñàíèÿ ïðèðîäíîãî ÿâëåíèÿ, êàêèì, íåñîìíåííî, ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íàøëàñü êðàòêàÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ðàçíûå ïî ñâîåé
ïðèðîäå ÷èñëàp è e.

Âû÷èñëèòüy= 1
p

2p
e� x2

2 ïî äàííîìó x òðóäíî. Äåëàòü ýòî

íåò íåîáõîäèìîñòè, èáî òàêèå âû÷èñëåíèÿ óæå ïðîäåëàíû.
Èõ ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â ñïåöèàëüíûå òàáëèöû.

Ïóñòü Z �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî ñòàí-
äàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

a 6 Z 6 b

�� ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå Z ïðèíàäëåæèò îòðåçêó[a; b]. Ïî ñâîéñòâó
ïëîòíîñòè ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðà ïåöèè, âûäåëåííîé
íà ðèñ. 50.

0 x

y

a b

Ðèñ. 50. Ïëîùàäü âûäåëåííîé ôèãóðû ðàâíà âåðîÿòíîñòè îòðåçêà P (a6 Z 6 b)

1 Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ (1777�� 1855) íå îòêðûë íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íî èññëåäîâàë åãî
è ïðèëîæåíèÿ â ïðèðîäå íàñòîëüêî ïîäðîáíî, ÷òî íå òîëüêî ñàì î ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ãàóññîâûì,
íî è ôóíêöèþ åãî ïëîòíîñòè íàçûâàþò ãàóññîâîé êðèâîé, à èíîã äà �� ïðîñòî ãàóññèàíîé.
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Âû÷èñëèòü ýòó ïëîùàäü òàêæå íåïðîñòî, íî è ýòî äåëàòü íàì íå í óæíî. Ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ãîòîâûìè ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé, ïðåäñòàâëåííûìè â òàáëèöàõ.
Ðàññêàæåì îá ýòîì.

26.2. Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Êàæäîìó ÷èñëóx ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ñòàíäàðòíîé
íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ëåâåå ÷èñëà x (ñì. ðèñ. 51).

x

y

a

Ðèñ. 51. Ïëîùàäü âûäåëåííîé ôèãóðû ðàâíà F (x)

Ýòà ïëîùàäü çàâèñèò îòx è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àðãóìåíòà x. Òðàäè-
öèîííî ýòó ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò F (x) (÷èòàåòñÿ ¾ôè îò èêñ¿). Ôóíêöèÿy= F (x)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñì. ðèñ. 52).

0 x

y

1
2

1

1

Ðèñ. 52. Ãðàôèê ôóíêöèè y= F (x)

Äëÿ âñÿêîãî x èìååì 0< F (x) < 1: Ñ ðîñòîì x ôóíêöèÿ F (x) ñòðåìèòñÿ ê1. Ïðè
óáûâàíèè x ôóíêöèÿ F (x) ñòðåìèòñÿ ê0.

Ýòî âèäíî íà ðèñóíêå: ïðè áîëüøèõ x ãðàôèê ôóíêöèè y= F (x) ïðàêòè÷åñêè
ñëèâàåòñÿ ñ ïðÿìîéy= 1, à ïðè ìàëûõ x �� ñ îñüþ àáñöèññ y= 0.

Ãðàôèê ôóíêöèè y= F (x) ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò â òî÷êå
�

0; 1
2

�
, ïîòîìó ÷òî

F (0) = 1
2.
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x

y

y

a b

a b

y = F (x)F (a)
F (b)

Ðèñ. 53. Ïëîùàäü âûäåëåííîé ôèãóðû S= F (b) � F (a)

Ôóíêöèþ y = F (x) íàçûâàþò ôóíêöèåé ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ1. Äëÿ íå¼ ñîñòàâëåíû òàáëèöû. Íåáîëüøóþ òàáëèöó ýòîé ôóíêöèè ìû
ïðèâîäèì â êîíöå êíèãè (ñì. ñ. 200).

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè y = F (x) ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé
a6 Z6 b:

P(a 6 Z 6 b) = P(Z 6 b) � P(Z < a):

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Z = a ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Z < a è Z 6 a
ñîâïàäàþò. Ïîëó÷àåì

P(a 6 Z 6 b) = P(Z 6 b) � P(Z 6 a) = F (b) � F (a):

Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî

P(a 6 Z 6 b) = F (b) � F (a):

Ïðèìåð 1. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z,
ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, ïðèìå ò çíà÷å-
íèå èç îòðåçêà[0,3; 0,7], òî åñòü0,36 Z 6 0,7.

Ðåøåíèå. Èìååì

P(0,3 6 Z 6 0,7) = F (0,7) � F (0,3) = 0,7580� 0,6179= 0,1401:
1 Îáðàòèòå âíèìàíèå �� ýòî íå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, à ôóíêöèÿ ðàñ ïðåäåëåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå îáå

ôóíêöèè ñâÿçàíû �� ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: F 0(x) = f (x).
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Óïðàæíåíèÿ

426. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x) (ñì.
ñ. 200), íàéäèòå ïðèáëèæ¼ííóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ1:

à) � 26 Z6 2; á) � 16 Z 6 1; â) � 36 Z 6 3; ã) 06 Z 6 2.
427. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó

çàêîíó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèè F (x), íàéäèòå ïðèáëèæ¼ííóþ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) 1,26 Z 6 1,8; á) � 0,86 Z 6 1,3; â) � 2,36 Z 6 � 1,9; ã) 06 Z 6 2,8.
428. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó

çàêîíó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèè F (x), íàéäèòå ïðèáëèæ¼ííî
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:

à) 1,256 Z6 1,3; á) � 0,756 Z6 � 0,45;
â) � 1,356 Z6 2,15; ã) � 1,246 Z6 0.
429. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêî-

íó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) Z > 1; á) Z 6 � 0,3; â) Z > 0,4; ã) Z 6 0,15.
430. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêî-

íó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) Z 6 2; á) Z 6 � 1;
â) Z > � 0,25; ã) Z > 1,35.
431. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêî-

íó: Z � N(0, 1). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) Z 6 � 1 èëè Z > 1; á) Z 6 � 2 èëè Z > 2;
â) jZj > 3; ã) jZj 6 2,55.

26.3. Îáùåå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåë è÷èíû X
ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì a= EX è äèñïåðñèåés2 = DX äà¼òñÿ ôîðìóëîé

y =
1

s
p

2p
e� (x� a)2

2s2 :

Ôîðìóëà âûãëÿäèò áîëåå ñëîæíî, ÷åì ôîðìóëà ñòàíäàðòíîé íîð ìàëüíîé ïëîò-
íîñòè. Íî ýòî íå ñòðàøíî, ïîñêîëüêó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X, ðàñïðåäåë¼ííóþ

1 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ òàáëèöû äàíû íà ñ. 201.
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x

y

a a+ sa� s a+ 2sa� 2s a+ 3sa� 3s

1

s
p

2p

ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó N(a, s2), ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóZ,
èìåþùóþ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: X = a+ sZ.

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, P (A6 X 6 B).
Èç ðàâåíñòâàX = a+ sZ ïîëó÷àåì

P(A 6 X 6 B) = P(A 6 a+ sZ 6 B):

Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî s > 0:

A� a
s 6 Z 6

B� a
s :

Ñëåäîâàòåëüíî,

P(A 6 X 6 B) = P
�

A� a
s 6 Z 6

B� a
s

�
= F

�
B� a

s

�
� F

�
A� a

s

�
:

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó
N(1,4). Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 1,26 X 6 2,6.

Ðåøåíèå. Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ: a= 1, s2 = 4. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z =
X � a

s =
X � 1

2

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéä¼ì ãðàíè öû ñîîòâåòñòâóþùåãî
îòðåçêà äëÿZ.

Ëåâàÿ ãðàíèöà:
1,2� 1

2 = 0,1. Ïðàâàÿ ãðàíèöà:
2,6� 1

2 = 0,8.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 0,16 Z 6 0,8:

P(1,2 6 X 6 2,6) = P(0,1 6 Z 6 0,8):

Ýòó âåðîÿòíîñòü èùåì ñ ïîìîùüþ òàáëèöû (ñ. 200):

F (0,8) � F (0,1) = 0,7881� 0,5398= 0,2483:

Óïðàæíåíèÿ

432. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó:
X � N(1, 4). Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ:

à) � 26 X 6 2; á) � 36 X 6 1; â) 1,86 X 6 3,4; ã) � 0,46 X 6 4.
433. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó: X � N(� 3, 9).

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) X > 3; á) � 1,26 X 6 � 0,6; â) � 2,76 X 6 � 0,9; ã) X 6 0,3.
434. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó: X � N(2, 1).

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) X 6 2; á) X 6 � 1; â) 1,16 X 6 3,4; ã) � 0,26 X 6 0,6.
435. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó: X � N(0,5; 4).

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèF (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ.
à) X 6 1,5; á) X > 2,5; â) 1,36 X < 3,5; ã) jXj > 1,7.

Ïðèìåð 3. Íà óïàêîâêå øîêîëàäíîãî áàòîí÷èêà íàïèñàíî: ìàññà 50 ã. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ìàññà áàòîí÷èêà �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà
ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ N(50; 1,44). Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ìàññà ñëó÷àéíî âûáðàííîãî áàòîí÷èêà:

à) ìåíüøå ÷åì 48,8ã; á) íå ìåíüøå ÷åì 49,3ã;
â) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò49,2äî 50,4ã.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìàññó áàòîí÷èêà X. Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû èçâåñòíû: a= 50, s2 = 1,44. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z =
X � a

s =
X � 50

1,2

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

à) ÅñëèX < 48,8, òî Z <
48,8� 50

1,2 = � 1. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ôóíêöèè ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ. 200) íàõîäèì

P(Z < � 1) = F (� 1) = 0,1587:
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á) ÅñëèX > 49,3, òî Z >
49,3� 50

1,2 � � 0,58.

Íóæíî íàéòè

P(Z > � 0,58) = 1 � P(Z < � 0,58) = 1 � F (� 0,58):

Çíà÷åíèÿ x = � 0,58 â òàáëèöå íåò. Îíî çàêëþ÷åíî ìåæäó çíà÷åíèÿìè x = � 0,6
è x= � 0,5. Çíà÷èò,

F (� 0,6) < F (� 0,58) < F (� 0,5):

Â òàáëèöå íàõîäèì

F (� 0,6) = 0,2743 è F (� 0,5) = 0,3085:

Êàê âèäèì, ýòè ÷èñëà äîâîëüíî áëèçêè �� ðàçíîñòü ìåæäó íèìè î êîëî 0,03. Ýòî
íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãî çíà÷åíè ÿ F (� 0,58) ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷èñëî ìåæäóF (� 0,6) è F (� 0,5), ïðè ýòîì ïîòåðÿ òî÷íîñòè áóäåò
íåçíà÷èòåëüíîé. Íàïðèìåð, âîçüì¼ì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêî å:

F (� 0,58) �
F (� 0,6) + F (� 0,5)

2 =
0,2743+ 0,3085

2 � 0,291:

Çíà÷èò,

P(Z > � 0,58) = 1 � F (� 0,58) � 1 � 0,291= 0,709:

â) Åñëè49,26 X 6 50,4 (ìîæíî ïîñòàâèòü çíàêè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, ýòî íå
âëèÿåò íà ðåøåíèå), òî

49,2� 50
1,2 6 Z 6

50,4� 50
1,2 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ïðèáëèæ¼ííîå íåðàâåíñòâî � 0,676 Z6 0,5.
Íóæíî íàéòè

P(� 0,676 Z 6 0,5) = F (0,5) � F (� 0,67):

Çíà÷åíèåF (0,5) = 0,6915íàéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî â òàáëèöå. À çíà÷åíèå F (� 0,67)
ñíîâà íàéä¼ì ïðèáëèæ¼ííî, èñïîëüçóÿ áëèæàéøèå òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ:

F (� 0,67) �
F (� 0,7) + F (� 0,6)

2 =
0,2420+ 0,2743

2 � 0,2582:

Çíà÷èò,

P(� 0,676 Z 6 0,5) = F (0,5) � F (� 0,67) � 0,6915� 0,2582= 0,4333:
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26.4. Ñâÿçü íîðìàëüíîãî è áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé

Â íåêîòîðîì ñìûñëå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ óíèâ åðñàëüíûì. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè á îëüøîì ÷èñëå
ñëàãàåìûõ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ï ðè ýòîì îòëè÷èå
ñòàíîâèòñÿ òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷à éíîé âåëè÷è-
íû S, ðàâíîé ÷èñëó óñïåõîâ â ñåðèè èçn èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Êàê ìû çíàåì, ýòà
âåëè÷èíà ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì óñïåõîâ ïðè îòäåëüíûõ è ñïûòàíèÿõ. Êðîìå
òîãî, èçâåñòíî, ÷òî S èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P(S = k) = Ck
npkqn� k:

Ïóñòü n= 100, p= 1
2. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ q= 1� p= 1

2,

ES = np = 50, DS = npq = 25:

Ïîñòðîèì äèàãðàììó áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è íà òîì æå ðèñ. 54 �� ãðàôèê
ôóíêöèè ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàì è

a = 50, s2 = 25:

Äîñòàòî÷íî èçîáðàçèòü öåíòðàëüíóþ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîòîìó ÷òî äëÿ
S< 34 è S> 66 âåðîÿòíîñòè íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî è ñòîëáèêè äèàãðàììû, è ãðà ôèê
ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþò ñÿ ñ îñüþ àáñöèññ. Íà
ðèñóíêå âèäíî, ÷òî óæå äëÿn= 100ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

y =
1

p
50p

� e� (x� 50)2

50

î÷åíü ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ áèíîìèàëüíûõ âåð îÿòíîñòåé

P(S = k) =
Ck

100

2100 :

Ñ ðîñòîì n îòëè÷èå ñòàíîâèòñÿ åù¼ ìåíüøå. Ýòî ñâîéñòâî áëèçîñòè ÷àñòîèñ-
ïîëüçóåòñÿ è â ñòàòèñòèêå, è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �� áèíîìèàëüíûå âåðîÿòíîñòè
âû÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæ¼ííî ñ ïîìîùüþ òàáëèö, ñîñòàâëåííûõ äë ÿ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

26.5. Ðîëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â èçìåðåíèÿõ

Íàì ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ÷òî-òî èçìåðÿòü �� òåìïåðàòóðó, ìàññó , äëèíó, âðåìÿ
è ò. ï. Èíîãäà èçìåðåíèÿ íåïîñðåäñòâåííûå �� ìû ñðàâíèâàåì è çìåðÿåìóþ âåëè÷è-
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Ðèñ. 54

íó ñ ýòàëîíîì (ëèíåéêîé, ãèðåé è ò. ï.). Èíîãäà èçìåðåíèÿ îñí îâàíû íà ôèçè÷åñêèõ
çàêîíàõ. Íàïðèìåð, ïðè èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû âîçäóõà ìû ïî ëüçóåìñÿ òåïëîâûì
ðàñøèðåíèåì ñïèðòà, çàëèòîãî â ãðàäóñíèê.

Ïðàêòè÷åñêè ëþáîå èçìåðåíèå èìååò ïîãðåøíîñòü, íà êîòîðóþ âëèÿåò ìíî-
æåñòâî èçìåí÷èâûõ ôàêòîðîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìû ìîæåì ó÷åñòü, íî íå ìîæåì
óñòðàíèòü.

Íàïðèìåð, ñïèðò â óëè÷íîì òåðìîìåòðå ðàñøèðÿåòñÿ íåëèíåéí î �� òåðìîìåòð
ïî-ðàçíîìó ðåàãèðóåò íà óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû íà 1� C çèìîé è ëåòîì. Øêàëà
óñòðîåíà òàê, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü áûëà íàèìåíüøåé â äèàïàçîí å óìåðåííûõ
òåìïåðàòóð. Íî ïðè î÷åíü íèçêèõ è î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóðà õ ïîãðåøíîñòè
âûøå. Ïîýòîìó çèìîé â ßêóòèè ïîãðåøíîñòü òåðìîìåòðà áóäåò, ñêîðåå âñåãî, âûøå,
÷åì âåñíîé â Ìîñêâå.

Äðóãèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ, ìû äàæå íå ìîæåì
ó÷åñòü è çà÷àñòóþ íå ïîäîçðåâàåì îá èõ ñóùåñòâîâàíèè.

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ êàê íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþâåëè÷èíó. Åñëè
èçìåðåíèå íå èìååò ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè 1, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
èçìåðåíèÿ ðàâíî èñòèííîìó çíà÷åíèþ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ òàêæå íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åñëè íåò ñè-
ñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîãðåøí îñòè ðàâíî íóëþ, à å¼

1 Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà �� îøèáêà, âûçâàííàÿ íåèçìåííûì ôà êòîðîì, ÷àùå âñåãî �� íåâåðíûìè
íàñòðîéêàìè ïðèáîðà. Íàïðèìåð, åñëè âåñû íàñòðîåíû òàê, ÷ò îáû ïîêàçûâàòü íà 50 ãðàììîâ áîëüøå
èñòèííîãî âåñà, òî ýòè 50 ãðàììîâ �� ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà âåñîâ.
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0 x

y

0;5s s 1;5s

S1
S2

Ðèñ. 55

äèñïåðñèÿ çàâèñèò îò ïðèðîäû èçìåðåíèÿ è òî÷íîñòè èíñòðóìå íòîâ. Óñðåäíåíèå
íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé, êàê ìû çíàåì, îáû÷íî óìåíüøàåò äèñïå ðñèþ. Íà ýòîì
îñíîâàí ìåòîä ïîâòîðíûõ èçìåðåíèé, îäíàêî è îí íå äà¼ò ïîëíî é óâåðåííîñòè
â òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ.

Åñëè ïîãðåøíîñòè íå óäà¼òñÿ óñòðàíèòü, òî íóæíî íàéòè ñïîñî á èõ îöåíè-
âàòü. Îêàçûâàåòñÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, åñëè èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû êà÷åñòâåííî 1,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ¿ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ýòî âåðíî è äëÿ îòäåëüíûõ èçìåðåíèé, íî íàèëó÷øåå ñîãëàñèå ñ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì íàáëþäàåòñÿ äëÿ ðåçóëüòàòîâ óñðåäí¼ííûõ èçìåðåíèé.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì âàæíûé âûâîä: ìàëûå ïîãðåøíîñòè áî ëåå âåðîÿòíû,
÷åì áîëüøèå. Ýòó ìûñëü ñëåäóåò âûðàçèòü òî÷íåå. Âîçüì¼ì ïðîìåæóòîê îïðåäå-
ë¼ííîé äëèíû. ×åì äàëüøå îí îò öåíòðà ðàñïðåäåëåíèÿ, òåì ìåí åå âåðîÿòíî, ÷òî
ïîãðåøíîñòü îêàæåòñÿ â ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ýòî õîðîøî âèäíî íà ãðàôèêå ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå ëåíèÿ (ñì.
ðèñ. 55). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàâíàÿ ïîãðåøíîñòè íåêîòîðîãî
èçìåðåíèÿ, èìååò ðàñïðåäåëåíèåN(0,s2). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îøèáêà îêàæåòñÿ
â ïðåäåëàõ îò0 äî 0,5s, ðàâíà ïëîùàäè S1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îøèáêà îêàæåòñÿ
â ïðåäåëàõ îòs äî 1,5s, ðàâíà ïëîùàäè S2.

Ðàñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî

S1 = P(0 6 X 6 0,5s) = F (0,5) � F (0) = 0,192,

S2 = P(s 6 X 6 1,5s) = F (1,5) � F (1) = 0,092:

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ ïîëîâèíû s, ãîðàçäî áîëåå âåðî-
ÿòíà, ÷åì ïîãðåøíîñòü â îäíî �� ïîëòîðà s.

1 Áåç ãðóáûõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ íåóìåíèåì ïîëüçîâàòüñÿ èçìå ðèòåëüíûì ïðèáîðîì, íåèñïðàâíî-
ñòüþ ýòîãî ïðèáîðà è ò. ï.
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0 x

y

2s� 2s

Ðèñ. 56. Ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé ôèãóðû (ñëåâà îò � 2s è ñïðàâà îò 2s) ñîñòàâëÿåò
ìåíåå 4,6% îáùåé ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ïëîòíîñòè íîð ìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ

Ýòè ðàñ÷¼òû íàâîäÿò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåí èå s óäîáíî
èñïîëüçîâàòü êàê ìåðó ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå áûâàåò ñëó÷àåâ, ÷òîáû íàì òðåáîâàëîñü àáñîëþòíî
òî÷íîå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû. Âñåãäà åñòü êàêîé-òî äîïóñê �� äîïóñòè-
ìàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ èëè èçãîòîâëåíèÿ. Íàïðèìåð, äèà ìåòð àâòîìîáèëüíûõ
ïîäøèïíèêîâ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò çàäàííîé âåëè÷èíû íà 0,01 ìì â òó èëè èíóþ
ñòîðîíó. Ïðè èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû âîçäóõà èëè âîäû íàì îáû ÷íî äîñòàòî÷íî
òî÷íîñòè 1� C, à ïðè èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû òåëà �� 0,1� C.

Ïîãðåøíîñòü â ïðåäåëàõ äîïóñêà íàñ óñòðàèâàåò. Ñîâñåì èñêëþ÷èòü áîëüøèå
ïîãðåøíîñòè íå óäà¼òñÿ. Çíà÷èò, íóæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñîáûòèå ¾ïîãðåø-
íîñòü ïðåâûøàåò äîïóñê¿ áûëî ìàëîâåðîÿòíûì.

Îáîçíà÷èì äîïóñê d. Â áîëüøèíñòâå èçìåðåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü íåðàâåíñòâî 2s < d. Òîãäà ïîãðåøíîñòü áóäåò ìåíüøå äîïóñòèìîé ñ âåðîÿò-
íîñòüþ áîëåå ÷åì

P(� 2s 6 X 6 2s) = F (2) � F (� 2) = 0,9544:

Èíûìè ñëîâàìè, äîëÿ èçìåðåíèé ñ íåäîïóñòèìî áîëüøîé ïîãðåø íîñòüþ îêàæåòñÿ
ìåíåå 4,6%(ðèñ. 56).

Â îñîáî îòâåòñòâåííûõ ñëó÷àÿõ íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü áîë åå ñèëüíîå íåðà-
âåíñòâî, íàïðèìåð 2,5s < d èëè 3s < d. Åñëè óñðåäíåíèåì, ñîâåðøåíñòâîâàíèåì
ïðèáîðîâ è ìåòîäîâ óäà¼òñÿ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî3s < d, òî äîëÿ ¾ïëîõèõ¿ èçìåðåíèé
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ÷åì 0,27%. Ñ òàêîé ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ îáû÷íî ìèðÿòñÿ äàæå
â ñàìûõ îòâåòñòâåííûõ ñëó÷àÿõ (ðèñ. 57).
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0 x

y

3s� 3s

Ðèñ. 57. Çàøòðèõîâàííóþ ôèãóðó (ñëåâà îò � 3s è ñïðàâà îò 3s) ïî÷òè íå âèäíî �� å¼
ïëîùàäü ìåíåå 0,0027�� ìåíåå 0,27%îáùåé ïëîùàäè

Çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè èçìåðåíèé �� òðóäíîå è äî ðîãîå äåëî. Ïî-
ýòîìó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå èíæåíåðû èùóò êîìïðîìèññí îå ðåøåíèå,
ñòàðàÿñü îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ïðè ïðèåìëåìîé ñ òîèìîñòè èçìåðåíèé.

26.6. Ðîëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âûáîðî÷íûõ
èññëåäîâàíèÿõ. Âûáîðêà è ãèñòîãðàììà

Ìû íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëè âûáîðêè. Íàïîìíèì, â ÷¼ì îáû÷íî ñ îñòîèò çàäà-
÷à. Èìååòñÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (ëþäåé, ïðåäìåòîâ, ÿâëåíèé). Ñóòü
èññëåäîâàíèÿ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñâîéñòâ ýòîé ñî âîêóïíîñòè. Èíîãäà
ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñâÿçàí-
íîé ñ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ. Íàïðèìåð, íàñ ìîæåò èíòåð åñîâàòü ðàñïðåäåëåíèå
ðîñòà ëþäåé îïðåäåë¼ííîãî âîçðàñòà, ïîëà, ýòíè÷åñêîé ãðóïïû è ò. ï.

Â ýòîé çàäà÷å ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü �� ìíîæåñòâî âñåõ ëþ äåé, âõîäÿùèõ
â öåëåâóþ ãðóïïó èññëåäîâàíèÿ, èçó÷àåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� ¾ðîñò¿.

Îáû÷íî íåâîçìîæíî èññëåäîâàòü âñþ ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñ òü èç-çà å¼
ìíîãî÷èñëåííîñòè. Òîãäà èñïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íîå îáñëåäî âàíèå. Èç ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè âûáèðàåòñÿ ãðóïïà îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî áîëüø îé ÷èñëåííîñòè ��
âûáîðêà �� è íà îñíîâå ñâîéñòâ âûáîðêè äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå î ñâîéñòâàõ âñåé
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

×òîáû ñóäèòü î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìîé ñëó÷àéíî é âåëè÷èíû,
ñòðîèòñÿ ãèñòîãðàììà �� äèàãðàììà, îòðàæàþùàÿ ÷àñòîòû îòäåëüíûõ çíà÷åíèé
èëè èõ ãðóïï (âåäü êàæäîå îòäåëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû äàííûå ÷àñòî ïðè õîäèòñÿ ïðåäâàðè-
òåëüíî ãðóïïèðîâàòü.

Ãèñòîãðàììû ìîæíî ñòðîèòü ïî-ðàçíîìó. Ìû îïèøåì ñïîñîá, ïð è êîòîðîì
÷àñòîòà èçîáðàæàåòñÿ ïëîùàäüþ ñòîëáèêîâîé äèàãðàììû.
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Ìû ñîáðàëè äàííûå î ðîñòå 1000æåíùèí â âîçðàñòå îò 25 äî 45 ëåò, óðîæåíîê
åâðîïåéñêîé ÷àñòè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëè â ñàíòèìåò-
ðàõ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 152,2 ñì, íàèáîëüøåå �� 178,2 ñì. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
165,02 ñì. Äèñïåðñèÿ ðàâíà 21,58. ×òîáû ñäåëàòü äàííûå áîëåå íàãëÿäíûìè,
ìû ñãðóïïèðîâàëè èõ â èíòåðâàëû ïî 2 ñàíòèìåòðà: 150�� 152, 152�� 154 è ò. ä.
Ïîëó÷èëàñü òàáëèöà.

Èíòåðâàëû
ãðóïïèðîâêè

×èñëî äàííûõ,
ïîïàâøèõ
â èíòåðâàë

×àñòîòà (ïëîùàäü
ñòîëáèêà

ãèñòîãðàììû)

Âûñîòà ñòîëáèêà
ãèñòîãðàììû

150�� 152 0 0 0

152�� 154 8 0,008 0,004

154�� 156 14 0,014 0,007

156�� 158 37 0,037 0,0185

158�� 160 88 0,088 0,044

160�� 162 116 0,116 0,058

162�� 164 158 0,158 0,079

164�� 166 167 0,167 0,0835

166�� 168 159 0,159 0,0795

168�� 170 114 0,114 0,057

170�� 172 62 0,062 0,031

172�� 174 50 0,05 0,025

174�� 176 15 0,015 0,0075

176�� 178 10 0,01 0,005

178�� 180 2 0,002 0,001

180�� 182 0 0 0

×òîáû ïîëó÷èòü ïëîùàäü êàæäîãî ñòîëáèêà ãèñòîãðàììû, ìû íà øëè ÷àñòîòó
ïîïàäàíèÿ äàííûõ â èíòåðâàë, ïîäåëèâ äàííûå âòîðîãî ñòîëáö à òàáëèöû íà1000.
Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü êàæäîãî ñòîëáèêà ðàâíà ÷àñòîòå ïîïà äàíèÿ äàííûõ
â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë. ×òîáû ïîëó÷èòü âûñîòó ñòîëáèêà, íóæíî ïëîùàäü
ðàçäåëèòü íà äëèíó èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè, òî åñòü â íàøåì ñëó÷àå íà2.

Íàïðèìåð, ïëîùàäü ñòîëáèêà, ïîñòðîåííîãî íà èíòåðâàëå 154 �� 156 ñì, ðàâíà
14 : 1000= 0,014. Âûñîòà ýòîãî ñòîëáèêà ðàâíà0,014 : 2= 0,007. Îñòàëîñü ïîñòðî-
èòü ãèñòîãðàììó (ñì. ðèñ. 58).
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Ðèñ. 58

Çàìåòèì, ÷òî ãèñòîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòîòû ïëîùàäÿìè ñòîëáèêîâ, ïîýòî-
ìó çàçîðû ìåæäó ñòîëáèêàìè îòñóòñòâóþò �� îñíîâàíèå êàæäîã î ñòîëáèêà ðàâíî
äëèíå èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè.

Êàê èìåííî âûáèðàòü èíòåðâàëû ãðóïïèðîâêè? Ýòî çàâèñèò îò ï ðèðîäû èçó-
÷àåìûõ äàííûõ. Åäèíîãî ðåöåïòà äàòü íåëüçÿ. ×àùå âñåãî ïðèõîäèòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòèðîâàòü, äîáèâàÿñü òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ ãèñòîãðàì ìà íàèëó÷øèì îáðàçîì
îòðàæàëà íóæíûå íàì ñâîéñòâà.

26.7. Ñâÿçü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïîñòðîåííîé ãèñòîãðàììîé

Â ñàìîì íà÷àëå ðàññêàçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìû ãîâîð èëè, ÷òî ìíîãèå
ïðèðîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñ ïðåäåëåíèþ. Êàê
ýòî ïîíèìàòü?

Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ¾ðîñò æåíùèí¿, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè
ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû, ðàñïðåäåëåíà î÷åíü áëèçêî ê íî ðìàëüíîìó çàêîíó.
Ïîýòîìó áûëî áû ðàçóìíûì ïîèñêàòü ñâÿçü ìåæäó ïîëó÷åííîé ãè ñòîãðàììîé
è ãðàôèêîì ôóíêöèè ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà ðèñ. 58 âèäíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ð àñïðåäåëåíèÿ
N(165,02; 21,58) áëèçîê ê ñòóïåí÷àòîé ëèíèè, îãðàíè÷èâàþùåé ãèñòîãðàììó ñâåðõó.

Òàê ãðàôè÷åñêè âûðàæàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà¾ðîñò æåíùèí¿
(ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ) ïðèáëèçèòåëüíî ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðå-
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äåëåíèþ, ïàðàìåòðû êîòîðîãî ìû, îïÿòü æå ïðèáëèæ¼ííî, âû÷è ñëèëè ïî ñäåëàííîé
âûáîðêå.

Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò ìíîãèå äðóãèå âåëè÷èíû, êîòîðû å âñòðå÷àþòñÿ
â ïðèðîäå, òåõíèêå, ïñèõîëîãèè, ñîöèîëîãèè è ýêîíîìèêå.

Óïðàæíåíèÿ

436. Îøèáêà èçìåðåíèÿ X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó N(0,s2). Ïîëü-
çóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñ. 200), óáåäèòåñü â òîì, ÷òî P(� 2s 6 X 6 2s) = 0,9544.
437. Îøèáêà èçìåðåíèÿ X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó N(0,s2). Ïîëüçóÿñü òàáëè-

öåé ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéä èòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îøèáêà ïî ìîäóëþ áóäåò áîëüøå ÷åì:

à) s; á) 2s; â) 1,5s; ã) 2,5s; ä) 3s.
438. Ïðè ôàñîâêå òâîðîãà àâòîìàò îòìåðÿåò ïîðöèè ïî 180ã. Îøèáêà èçìåðåíèÿ

èìååò ðàñïðåäåëåíèåN(0,s2), ãäås = 2 ã. Äîïóñê ðàâåí 5 ã (â òó èëè èíóþ ñòîðîíó).
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ïà÷êà òâî ðîãà:
à) èìååò ìàññó â ïðåäåëàõ äîïóñêà;
á) èìååò ìàññó áîëüøå äîïóñòèìîé;
â) èìååò ìàññó ìåíüøå äîïóñòèìîé;
ã) èìååò ìàññó â èíòåðâàëå îò179äî 181ã.
439. Äèàìåòð ñòåðæíÿ èçìåðÿþò ìèêðîìåòðîì 1, íå èìåþùèì ñèñòåìàòè÷å-

ñêîé îøèáêè. Òî÷íîå çíà÷åíèå äèàìåòðà 5,203ìì. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ
0,002ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ îêàæåòñÿ áîëüøå ÷åì
5,207ìì.

440. Äèàìåòð ñòåðæíÿ êëàïàíà â íåêîòîðîì àâòîìîáèëüíîì äâèãàòå ëå äîëæåí
ðàâíÿòüñÿ5,2� 0,005 ìì, èíà÷å îí íåïðèãîäåí. Äèàìåòð íîâîãî ñòåðæíÿ èçìå-
ðèëè ìèêðîìåòðîì, íå èìåþùèì ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, è ïîë ó÷èëè ðåçóëüòàò
5,203ìì. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ 0,002ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íîâûé ñòåðæåíü ïðèãîäåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.

1 Âûñîêîòî÷íûé ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçìåðîâ íåáîëüøèõ äåòà ëåé.
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Ÿ 27. Âðåìÿ îæèäàíèÿ

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçâàíî òàê ïîòîìó, ÷òî â åãî îïèñàíèè ó÷àñò-
âóåò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿy = ax (a > 0). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïîêàçàòåëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì íåðåäêî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü �� ýòî âðåìÿ
îæèäàíèÿ ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â ëþáîé ìîìåíò.

Â òåõíèêå ýòî âðåìÿ ðàáîòû ïðèáîðà äî ïîëîìêè (èíæåíåðû ãîâî ðÿò �� íàðà-
áîòêà íà îòêàç).

Â òåëåôîíèè ýòî ïðîäîëæèòåëüíîñòü òåëåôîííûõ ðàçãîâîðîâ.

Â áèîëîãèè ýòî âðåìÿ æèçíè îðãàíèçìà â ïðèðîäå, ãäå åìó ãðîçè ò ãèáåëü îò
íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èëè íàïàäåíèÿ õèùíèêà.

Ïðåäñêàçàòü ýòè âåëè÷èíû íåëüçÿ, íî ìîæíî îïèñàòü èõ ðàñïðå äåëåíèå âåðî-
ÿòíîñòåé, åñëè ñäåëàòü âàæíîå ïðåäïîëîæåíèå:

Âðåìÿ äàëüíåéøåãî îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ó æå
ïðîøåäøåãî ñ íà÷àëà ýêñïåðèìåíòà .

Âîëüíî âûðàæàÿñü, ¾ïðîøëîå íå âëèÿåò íà áóäóùåå, åñëè èçâåñòíî íàñòîÿùåå¿.
Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå âñåãäà ïðèåìëåìî. Ýòî ñâîéñòâî èíîã äà îáðàçíî íàçûâàþò
¾ýôôåêò îòñóòñòâèÿ ñòàðåíèÿ¿ èëè ¾ýôôåêò îòñóòñòâèÿ ïàìÿòè¿ �� ýêñïåðèìåíò ¾íå
ïîìíèò, ÷òî áûëî ðàíüøå¿.
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27.1. Óðàâíåíèå äëÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ

Ìû îïèñûâàåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó T �� ïðîäîëæèòåëüíîñòü îæèäàíèÿ ñîáû-
òèÿ. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïóñòüT �� âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû íåêîòîðîé ìàøèíû.
Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëèòåëüíîñòü âðåìåíè, óæå ïðîøåäøå ãî â îæèäàíèè
îòêàçà, íå âëèÿåò íà äëèòåëüíîñòü ïîñëåäóþùåãî îæèäàíèÿ, òî åñòü èìååòñÿ ýôôåêò
îòñóòñòâèÿ ïàìÿòè �� ìàøèíà ¾íå ïîìíèò¿, ñêîëüêî óæå ïðîñëó æèëà, è â êàæäûé
ìîìåíò êàê íîâàÿ.

Âûðàçèì ýòó ìûñëü ìàòåìàòè÷åñêè è òîãäà íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû T.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàøèíà ïðîðàáîòàåò åù¼ âð åìÿ x, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îíà óæå áåçîòêàçíî ïðîðàáîòàëà äî ìîìåíòà âðåì åíè y. Ýòî óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü, è å¼ ìîæíî çàïèñàòü êàê

P(T > y+ xjT > y):

Ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè ïàìÿòè îçíà÷àåò, ÷ò î ýòà óñëîâíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü íå çàâèñèò îòy è ïîýòîìó ðàâíà P (T > x) �� áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ìàøèíà ïðîðàáîòàåò âðåìÿ x áåç ïîëîìîê. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ y> 0, x> 0 äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

P(T > y+ xjT > y) = P(T > x):

Çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè :

P((T > y+ x) \ (T > y))
P(T > y)

= P(T > x):

Âðåìÿ y+ x áîëüøå, ÷åì âðåìÿ y. Çíà÷èò, åñëè ìàøèíà ïðîðàáîòàëà âðåìÿ y+ x, òî
îíà è ïîäàâíî ïðîðàáîòàëà âðåìÿ y (ñì. ðèñ. 59). Ïîýòîìó

(T > y+ x) \ (T > y) = ( T > y+ x):

Ñëåäîâàòåëüíî,
P(T > y+ x)

P(T > y)
= P(T > x),

îòêóäà

P(T > y+ x) = P(T > y) � P(T > x):

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü P(T > x) êàê ôóíêöèþ àðãóìåíòà x: g(x) = P(T > x).
Î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå âðåìÿ x, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g(x) = P(T > x) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè x> 0.

184



Ÿ 27. Âðåìÿ îæèäàíèÿ

T > y+ x T > y

Ðèñ. 59.Ñîáûòèå T > y+ x âêëþ÷àåòñÿ â ñîáûòèåT > y, à çíà÷èò,
èõ ïåðåñå÷åíèå ðàâíîT > y+ x

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

g(x+ y) = g(x) � g(y):

Â òåõíèêå ôóíêöèþ g(x) = P(T > x) ÷àñòî íàçûâàþò ôóíêöèåé íàä¼æíîñòè ,
ïîñêîëüêó îíà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðèáîð ïðîñëóæèò íå ìåíüøå ÷åì âðåìÿ
x, òî åñòü âûðàæàåò íàä¼æíîñòü ïðèáîðà.

27.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Íóæíî íàéòè ôóíêöèþ g(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

g(x+ y) = g(x) � g(y)

ïðè âñåõ x > 0 è y > 0. Çíàÿ ýòó ôóíêöèþ, ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ. Åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ýòî ðàâåíñòâî
âåðíî ïðè âñåõ x è y, �� ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

g(x) = ax,

ãäåa> 0 �� íåêîòîðîå ÷èñëî, êîòîðîå çàâèñèò îò ïðèðîäû ñëó÷àéíîé âå ëè÷èíû 1.
Â íàøåé çàäà÷åg(x) = P(T > x) �� ôóíêöèÿ óáûâàþùàÿ. Ïîýòîìó 0< a< 1.
Ôóíêöèþ g(x) îáû÷íî çàïèñûâàþò èíà÷å. Ïåðåéä¼ì ê îñíîâàíèþ e: a = elna

è ïîëîæèì q = �
1

lna (ãðå÷åñêàÿ áóêâàq ÷èòàåòñÿ ¾òýòà¿). Èç óñëîâèÿ0 < a < 1
ñëåäóåò, ÷òîlna< 0, ïîýòîìó q> 0.

1 Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿg(x) = ax �� åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ g(x + y) = g(x)g(y), òåõíè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæíîå. Âû ìîæåòå ïîïðîáîâàòü äîêàç àòü ýòî,
ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è äîïîëíèòåëüíî ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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Òîãäà äëÿ âñåõx> 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(T > x) = e� x
q :

×èñëî q íàçûâàþò ïàðàìåòðîì ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ . Åñëè
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàT �� âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ, òî q �� ñðåäíåå âðåìÿ
îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ, òî åñòü ET = q.

27.3. Ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîë ó÷èòü èç íàé-
äåííîé ôóíêöèè íàä¼æíîñòè

g(x) = P(T > x) = e� x
q :

Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè f (x). Âûáåðåì íåêîòîðîå x è íåáîëüøîå
÷èñëî Dx > 0. Ïëîùàäü, çàêëþ÷¼ííàÿ ïîä ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè íà îòðåçêå
[x; x+ Dx], äîëæíà áûòü ðàâíà

S = P(x 6 T 6 x+ Dx) = P(T > x) � P(T > x+ Dx) = g(x) � g(x+ Dx):

Åñëè Dx ìàëî, òî ýòà ïëîùàäü ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüí èêà ñî
ñòîðîíàìè f (x) è Dx: S� f (x) � Dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f (x) � Dx � g(x) � g(x+ Dx), îòêóäà f (x) � �
g(x+ Dx) � g(x)

Dx :

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå Dx.
Óñòðåìèì Dx ê íóëþ. Òîãäà ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî ñòàíåò òî÷íûì, à âû-

ðàæåíèå
g(x+ Dx) � g(x)

Dx óñòðåìèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè g(x): f (x) = � g0(x):
Ñëåäîâàòåëüíî,

f (x) = � (e� x
q )0 = 1

qe� x
q :

Èñêëþ÷èì ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè:

f (x) = 1
qe� x

q :

Ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîêàçàòåëüíîãî ðàñï ðåäåëåíèÿ
èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 60.
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0

1

x

y

1
q y =

1
q

e� x
q

Ðèñ. 60. Ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

×àñòî âðåìÿ îæèäàíèÿ ìû èçìåðÿåì íå íåïðåðûâíî, à äèñêðåòíî �� ñ îïðåäåë¼í-
íîé òî÷íîñòüþ, îêðóãëÿÿ äî ìèíóòû èëè äî ÷àñà. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
¾ñðîê ñëóæáû¿ äèñêðåòíàÿ è ïîä÷èíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì.
ãë. VIII).

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �� ýòî íåïð åðûâíûé àíàëîã
ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èëè íàîáîðîò: ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ��
äèñêðåòíûé àíàëîã ïîêàçàòåëüíîãî.

27.4. Çàìå÷àíèÿ î ñòàðåíèè è îòñóòñòâèè ñòàðåíèÿ

Â íà÷àëå ðàññêàçà î ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìû ïðåäïîë îæèëè, ÷òî
îáñóæäàåì íåêîòîðûé ìåõàíèçì, ó êîòîðîãî áóäóùåå âðåìÿ áåç îòêàçíîé ðàáîòû
íå çàâèñèò îò óæå èñòåêøåãî ñðîêà, òî åñòü èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò
îòñóòñòâèÿ ñòàðåíèÿ. Áåç ýòîãî íàøè âûêëàäêè íå ïîëó÷àþòñÿ.

Î÷åâèäíî, ýòî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî äàëåêî íå âñåãäà �� âåäü ñ âîéñòâà ëþáîãî
îáúåêòà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìåíÿþòñÿ �� îí ñòàðååò. Ïî ìåðå ñò àðåíèÿ âåðîÿòíîñòü
îòêàçà óâåëè÷èâàåòñÿ �� è ýòî íåñîâìåñòèìî ñ ïðåäïîëîæåíèå ì î òîì, ÷òî ìàøèíà
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êàê íîâàÿ.

Ïîñëå ýòèõ ñëîâ, êàçàëîñü áû, ñëåäóåò óñîìíèòüñÿ â ðåàëèñòè÷íîñòè îïèñàíèÿ
ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íî íà ïð àêòèêå ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ñëó÷àéíûå îòêàçû íàñòóïàþò ìíîãî ðàíüøå, ÷åì íà÷èíàåò
ñêàçûâàòüñÿ åñòåñòâåííîå ñòàðåíèå. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
âðåìåíè áåçîòêàçíîé ñëóæáû õîðîøî îïèñûâàåò ðåàëüíîñòü.

Íàïðèìåð, èíòåðâàëû ìåæäó ñáîÿìè â ðàáîòå êîìïüþòåðîâ è äðó ãèõ ýëåêòðîí-
íûõ óñòðîéñòâ ñëåäóþò ïîêàçàòåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ïîñê îëüêó ôèçè÷åñêîå
ñòàðåíèå ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ îêàçûâàåò î÷åíü ìàëîå âëèÿíèå ïî ñðàâíåíèþ
ñ äðóãèìè ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè.
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Ñðîê æèçíè ðûáû â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ áîëüøîãî âîäî¼ìà �� âåëè÷èíà,
ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, ïîñêîëüêó äî çðå ëîãî âîçðàñòà äîæèâàåò
íè÷òîæíî ìàëîå ÷èñëî îñîáåé, à àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ïîãè áàåò â ðåçóëüòàòå
âñòðå÷ ñ õèùíèêàìè.

27.5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàT ðàñïðåäåëåíà ïî ïîêàçàòåëü-
íîìó çàêîíó ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f (x) = 1
qe� x

q :

Òîãäà ET = q, DT = q2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàT �� âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ, òî q ��
ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ.

Ýòè ôàêòû ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó îíî ïîò ðåáîâàëî áû
âûõîäà çà ðàìêè øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðèìåð 1. Ñâåòîäèîä �� îñâåòèòåëüíûé ïðèáîð, ïðàêòè÷åñêè íå
ïîäâåðæåííûé èçíîñó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ ñëóæáû ñâåòîäèîäà ��
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé áëèçêî ê ïîêàçàòåëüíîìó.

Íà óïàêîâêå óêàçàí ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû ñâåòîäèîäà, íàïðèìåð 10000÷àñîâ.
Ñ÷èòàÿ, ÷òîq = 10000, ìîæíî íàïèñàòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñðîêà ñëóæáû:f (x) = 10� 4e� 10� 4x. Ôóíêöèÿ íàä¼æíîñòè:g(x) = e� 104x.
Íàéä¼ì, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñâåòîäèîä âûéäåò è ç ñòðîÿ â òå÷åíèå

ïåðâûõ 2000÷àñîâ ðàáîòû:

P(T < 2000) = 1 � P(T > 2000) = 1 � g(2000) = 1 � e� 2000
10000 = 1� e� 0,2 � 0,181:

Êàê âèäèì, ýòî ñîáûòèå íå òàêîå óæ ìàëîâåðîÿòíîå. Â ñðåäíåì 18 èç 100 òàêèõ
ñâåòîäèîäîâ ïðîðàáîòàþò íå äîëüøå 2000 ÷àñîâ, õîòÿ ïðîèçâîäèòåëü óêàçûâàåò
ñðåäíåå âðåìÿ10000÷àñîâ �� â 5 ðàç áîëüøå.
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27.6. Î ñòàðûõ è íîâûõ âåùàõ

�� Òîëüêî êóïèë òåëåâèçîð... ìåñÿöà íå ïðîøëî, âû ïðåäñòàâë ÿåòå? �� ñëîìàëñÿ!
Ìàñòåð ïðèõîäèë, ãîâîðèò �� îíè âñå ëîìàþòñÿ. Ñòàðûé òåëåâè çîð íà äà÷å óæå
30 ëåò ðàáîòàåò �� õîòü áû ÷òî... Âîò ðàíüøå âåùè äåëàëè!..

Ñêîëüêî ðàç ìû ñëûøàëè ïîäîáíûå ñóæäåíèÿ è æàëîáû îò îáëàäàò åëåé òåëåâè-
çîðîâ, õîëîäèëüíèêîâ, ìîáèëüíûõ òåëåôîíîâ è ò. ï. Êîíå÷íî, ðàíüøå âåùè äåëàëè
ëó÷øå, ñïîðó íåò. Íî äàâàéòå íåìíîãî ðàçáåð¼ìñÿ â âåðîÿòíîñ òíîé ïîäîïë¼êå
ÿâëåíèÿ.

Â ñîâðåìåííîì òåëåâèçîðå íåò òðóùèõñÿ äåòàëåé è íàãðåâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîýòîìó ñòàðåíèþ îí ïîäâåðãàåòñÿ î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî, è ìî æíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âðåìÿ åãî áåçîòêàçíîé ðàáîòû ðàñïðåäåëåíî áëèçêî ê ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó.
Ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ ìîæíî îöåíèòü ñðåäíèé ñ ðîê ñëóæáû
òåëåâèçîðîâ îïðåäåë¼ííîé ìîäåëè. Ðàçóìååòñÿ, òàêèå èññëåäîâàíèÿ åñòü, è èõ
ðåçóëüòàòû âëèÿþò íà îïðåäåëåíèå ñðîêà çàâîäñêîé ãàðàíòèè.

Íàðàáîòêà íà îòêàç ó ñîâðåìåííûõ íåäîðîãèõ òåëåâèçîðîâ â ñð åäíåì 15 �� 20 òû-
ñÿ÷ ÷àñîâ íåïðåðûâíîé ðàáîòû (áîëüøå 10 ëåò ïðè ýêñïëóàòàöèè ïî4 ÷àñà â äåíü).
Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíÿÿ íàðàáîòêà íà îòêàç �� ýòî è åñòü ïàðàìå òðq ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾ñðîê áåçîòêàçíîé ñëóæáû¿.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî äëÿ îïðåäåë¼ííîé ìîäåëè òåëå âèçîðà ñðåäíèé
ñðîê ñëóæáûq = 10 ëåò. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð ïðîðàáîòàåò íå
ìåíåå x ëåò, âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé íàä¼æíîñòè

g(x) = P(T > x) = e� x
10 :

Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð âûéäåò èç ñòðîÿ ïðåæäå, ÷åì ïðîéä¼ò
10 ëåò:

P(T < 10) = 1 � P(T > 10) = 1 � e� 1 � 0,632:

Çíà÷èò, ïðèìåðíî 63% íîâûõ òåëåâèçîðîâ ñëîìàåòñÿ ïðåæäå, ÷åì ïðîéä¼ò10 ëåò.
À òåïåðü íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð áóäåò áåçîòêàçíî ñëóæèòü äîëüøå
30 ëåò:

P(T > 30) = e� 3 � 0,05:

×åðåç òðèäöàòü ëåò îñòàíåòñÿ ïðèìåðíî5% ðàáîòàþùèõ òåëåâèçîðîâ �� òàêîâî
ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, áîëüøèíñòâî òåëåâèçîðîâ, êóïëåííûõ 30 ëåò íàçàä, äàâíî
ñëîìàëîñü. Íî ïðèìåðíî îäèí èç äâàäöàòè ðàáîòàåò è ñåé÷àñ. Í àâåðíîå, êàê ðàç îí
è ñòîèò íà òîé ñàìîé äà÷å.
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Ãëàâà XIII. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

À íîâûé òåëåâèçîð, ñêîðåå âñåãî, ñëîìàåòñÿ áûñòðî �� âåäü ôóíêöèÿ íàä¼æ-
íîñòè g(x) = e� x

10 ïðèíèìàåò ñàìûå áîëüøèå çíà÷åíèÿ âáëèçè íóëÿ. Èìåííî ýòî
íàáëþäåíèå è ñäåëàë îïûòíûé òåëåâèçèîííûé ìàñòåð.

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñòóïàþò â íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå
ñ íàøèì èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î òîì, ÷òî ñòàðûå âåùè ìå íåå íàä¼æíû,
÷åì íîâûå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî íå òàê.

Óïðàæíåíèÿ

441. Ðûáàê, çàáðîñèâ óäî÷êó, â ñðåäíåì æä¼ò ïîêë¼âêè4 ìèíóòû.
à) Íàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè -

÷èíû ¾ñðîê îæèäàíèÿ ïîêë¼âêè â ìèíóòàõ¿.
á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðûáàê, çàáðîñèâ óäî÷êó, áóäåò æäàòü ïîêë¼âêè

íå ìåíåå 5 ìèíóò.

442. Ó ïðîñ¼ëî÷íîé äîðîãè óñòàâøèé ïåøåõîä îæèäàåò ïîïóòíóþ ìàø èíó.
Â ñðåäíåì ïî äîðîãå â íóæíîì íàïðàâëåíèè ïðîõîäèò ïÿòü ìàøèí â ÷àñ.

à) Íàïèøèòå óðàâíåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè ÷èíû ¾âðåìÿ
îæèäàíèÿ ïîïóòíîãî àâòîìîáèëÿ (â ìèíóòàõ)¿.

á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ïðîïóñòèâ îäíó ïîïóòêó, ï åøåõîä áóäåò
æäàòü ñëåäóþùåé íå áîëåå10 ìèíóò.

443. Âàñèëèé Ïåòðîâè÷ õî÷åò êóïèòü ìîáèëüíûé òåëåôîí. Îí ïðî÷èò àë
êíèæêó ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ðàññóæäàåò:

�� Ïîñìîòðèì íà ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âå ëè÷èíû ¾ñðîê
ñëóæáû òåëåôîíà¿. Ïëîùàäü S1 ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî òåëåôîí âûéäåò èç
ñòðîÿ â òå÷åíèå ïåðâîãî ãîäà ñëóæáû. Ïëîùàäü S2 �� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí
ñëîìàåòñÿ â òå÷åíèå âòîðîãî ãîäà, è ò. ä. ×åì äàëüøå, òåì âåðîÿòíîñòü ïîëîìêè
ìåíüøå: S1 > S2 > S3 > ... Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàä¼æíîñòè ëó÷øå êóïèòü
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Ÿ 27. Âðåìÿ îæèäàíèÿ

ïîäåðæàííûé ìîáèëüíûé òåëåôîí è ÷åì ñòàðøå, òåì ëó÷øå: âåðî ÿòíîñòü ïîëîìêè
ñòàðîãî òåëåôîíà â òå÷åíèå ãîäà ìåíüøå, ÷åì ó íîâîãî.

0 1 2 3 x

y

S1
S2

Îáúÿñíèòå, ïðàâ ëè Âàñèëèé Ïåòðîâè÷ â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ, èåñëè îí
îøèáàåòñÿ, òî â ÷¼ì åãî îøèáêà.
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Ãëàâà XIV

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è âûáîðî÷íûé
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Ÿ 28. Ñîâìåñòíûå íàáëþäåíèÿ äâóõ âåëè÷èí
è ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

28.1. Äèàãðàììà ðàññåèâàíèÿ

Ìû óæå çíàêîìû ñ äèàãðàììàìè ðàññåèâàíèÿ. Ïóñòü èìåþòñÿ ðåç óëüòàòû
íàáëþäåíèé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â îäíîì ýêñïåðèìåíòå.

Êàæäîå èçn ñäåëàííûõ íàáëþäåíèé äà¼ò íàì çíà÷åíèå x j ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X è çíà÷åíèå y j ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, ãäåj �� íîìåð íàáëþäåíèÿ. Ìîæíî ãîâîðèòü
î âûáîðêå èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y. Êàæäûé
ýëåìåíò âûáîðêè �� ïàðà (x j ; y j ), ãäå j = 1, ... ,n.

Ãðàôè÷åñêè ýòà âûáîðêà èçîáðàæàåòñÿäèàãðàììîé ðàññåèâàíèÿ , êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x j ; y j ).

Òî÷êè, êîãäà èõ ìíîãî, îáðàçóþò íå÷òî âðîäå ñîçâåçäèÿ èëè îá ëàêà. Ôîðìà
è ïîëîæåíèå îáëàêà ïîçâîëÿþò äåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ î íàëè÷è è èëè îòñóòñòâèè
çàâèñèìîñòè ìåæäó íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè.

Öåíòð äèàãðàììû ðàññåèâàíèÿ �� òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿ âëÿþòñÿ ñðåäíè-
ìè àðèôìåòè÷åñêèìè çíà÷åíèé x j è y j .

Ðèñ. 61.Äèàãðàììà ðàññåèâàíèÿ ñ öåíòðàëüíîé òî÷êîé, êîòîðàÿ
âûäåëåíà êðàñíûì öâåòîì
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Ÿ 28. Ñîâìåñòíûå íàáëþäåíèÿ äâóõ âåëè÷èí è ëèíåéíàÿ ðåãðåññ èÿ

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèì äèàãðàììó ðàññåèâàíèÿ è å¼ öåíòð äëÿ äåñÿòè
íàáëþäåíèé:

x j 2 4 5 6 3 4 5 2 3 2

y j 5 2 1 2 3 4 2 6 4 5

Íàéä¼ì ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå: ¯̄x = 3,9, ¯̄y = 3,2. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(3,9; 3,2) �� öåíòð äèàãðàììû ðàññåèâàíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷ê à â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå öåíòðàëüíàÿ òî÷êà îáëàêà. Çàìåòüòå, ÷òî öåíòðàëüíàÿ òî÷êà îòñóòñòâóåò
â èñõîäíûõ äàííûõ, à ïîýòîìó íå ïðèíàäëåæèò äèàãðàììå.

28.2. Ëèíåéíàÿ ñâÿçü è ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ìåæäó èçó÷àåìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü, èñêàæ¼ííàÿ äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ ôàêòî-
ðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî îñè äèàãðàììû �� íåêîòîðîé ïðÿìîé

y = kx+ m:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ej ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ , ñâÿçàííûå ñ ïîãðåøíîñòÿìè èçìå-
ðåíèÿ èëè äåéñòâèåì íåó÷ò¼ííûõ ôàêòîðîâ. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê íà äèàãðàììå
ðàññåèâàíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

y j = kxj + m+ ej ,

ãäå j �� íîìåð íàáëþäåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Âîçüì¼ì ðîñò è ðàçìåð îáóâè äåñÿòè ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ìóæ÷è í.
Ïîëó÷àåì ïàðû (x j ; y j ), ãäåx j �� ðîñò ÷åëîâåêà, y j �� ðàçìåð åãî îáóâè. Íàïðèìåð,
ðîñò ìîæåò áûòü x1 = 185ñì, à ðàçìåð îáóâè �� y1 = 44.

Çàïèøåì äàííûå â òàáëèöó.

Íîìåð íàáëþäåíèÿ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ðîñòxk (ñì) 185 174 178 192 178 182 188 177 180 174

Ðàçìåð îáóâè yk 44 42 43 47 43 45 45 44 44 43

Òî÷êè íà äèàãðàììå ðàññåèâàíèÿ (ðèñ. 62) ãðóïïèðóþòñÿ âáëèçè íåêîòîðîé
íàêëîííîé ïðÿìîé 1. Ýòî óêàçûâàåò íà âåðîÿòíîå íàëè÷èå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó ðîñòîì è ðàçìåðîì îáóâè âûáðàííûõ ëþäåé.

1 Ïîêà ÷òî ìû íå îáúÿñíÿåì, êàê èìåííî ìîæíî ïîñòðîèòü îñü äèàã ðàììû. Äëÿ ýòîãî åñòü ìíîãî
ñïîñîáîâ, íî ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ ïðîñòî íà ãëàç. Â ï. 28.5 ì û ðàññêàæåì îá îäíîì èç ñïîñîáîâ
ïîñòðîåíèÿ.
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Ãëàâà XIV. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîð ðåëÿöèè

Ðèñ. 62

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ïðÿìîé ïîëîæèòåëåí, ýòî ãîâîðèò, ÷òî ñâÿçü ïîëîæè-
òåëüíàÿ �� â öåëîì, ÷åì áîëüøå ðîñò, òåì áîëüøå ðàçìåð îáóâè, õîòÿ â îòäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýòî ïðàâèëî íàðóøàåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèåìñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ,
âåäü àíòðîïîìåòðè÷åñêèå äàííûå ÷åëîâåêà �� èçìåí÷èâûå âåë è÷èíû, ôîðìèðóþ-
ùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ìíîæåñòâà îáñòîÿòåëüñòâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìû íå ìîæåì
ó÷åñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðîì îáóâè è ðîñòîì , âåðîÿòíî,
åñòü, íî îíà íå î÷åíü æ¼ñòêàÿ, ïîñêîëüêó íàáëþäàþòñÿ ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ: íå
âñå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé èëè î÷åíü áëèçêî ê íåé.

28.3. Ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ

Ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ ej = y j � kxj � m ìîæíî èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå
âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè, ïðîâåä¼ííûìè îò òî÷åê ê ïðÿìîé. Å ñëè òî÷êà(x j ; y j )
âûøå ïðÿìîé, òî ej > 0, åñëè òî÷êà(x j ; y j ) íèæå ïðÿìîé, òî ej < 0. Åñëè òî÷êà
(x j ; y j ) òî÷íî ïîïàëà íà ïðÿìóþ, òî ej = 0.

Ðèñ. 63
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Ÿ 28. Ñîâìåñòíûå íàáëþäåíèÿ äâóõ âåëè÷èí è ëèíåéíàÿ ðåãðåññ èÿ

Âñ¼ ýòî ìîæíî çàïèñàòü íà ÿçûêå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y = kX + m+ e,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è e íåçàâèñèìû (ìû çäåñü îòñòóïèì îò ïðàâèëà
îáîçíà÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàì è è èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå e äëÿ âåëè÷èíû, îïèñûâàþùåé ñëó÷àéíîå îòêëîíåíèå).

28.4. Âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå îòêëîíåíèé x j è y j îò èõ
ñðåäíèõ íàçûâàåòñÿâûáîðî÷íîé êîâàðèàöèåé è îáîçíà÷àåòñÿcov(x, y):

cov(x, y) =
(x1 � ¯̄x)(y1 � ¯̄y) + ( x2 � ¯̄x)(y2 � ¯̄y) + ...+ ( xn � ¯̄x)(yn � ¯̄y)

n :

Äëÿ êîâàðèàöèè åñòü áîëåå ïðîñòàÿ ôîðìóëà:

cov(x, y) = xy� ¯̄x � ¯̄y:

Ñðàâíèòå âûðàæåíèå äëÿ âûáîðî÷íîé êîâàðèàöèè è ôîðìóëó êîâ àðèàöèè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ï. 12.3). Åñëè â ôîðìóëå âûáîðî÷íîé êîâà ðèàöèè çàìåíèòü
íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèìè, à ñðåäíèå �� ìàòåìàò è÷åñêèìè îæèäàíèÿ-
ìè, òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

28.5. Ïðÿìàÿ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Åñëè îáëàêî òî÷åê íà äèàãðàììå ðàññåèâàíèÿ çíà÷èòåëüíî âûòÿíóòî, òî ïðî-
âåñòè ïîäõîäÿùóþ ïðÿìóþ y = kx+ m ìîæíî íà ãëàç, íî åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ
ñäåëàòü ýòî, ïðèìåíÿÿ ðàçíûå òî÷íûå ìåòîäû. Çäåñü ìû îïèøåì îäèí ìåòîä.
Îí îñíîâàí íà èíòóèòèâíîì ñîîáðàæåíèè: âåëè÷èíà e îïèñûâàåò ñëó÷àéíûå
îòêëîíåíèÿ è ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïîäáèðàòü ÷èñëà k è m òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ.

1. Ïðÿìàÿ y= kx+ m äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð äèàãðàììû ðàññåèâàíèÿ ��
òî÷êó ( ¯̄x; ¯̄y).

2. Äèñïåðñèÿ íàáîðà îòêëîíåíèé ej íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ.
Èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿk è m:

k =
cov(x, y)

S2
x

, m = ¯̄y � k¯̄x, ãäåS2
x �� äèñïåðñèÿ ÷èñåëx j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ y = kx+ m ïî óñëîâèþ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð äèà-
ãðàììû ( ¯̄x; ¯̄y). Ïîýòîìó ¯̄y= k¯̄x+ m, îòêóäàm= ¯̄y � k¯̄x.

Îñòàëîñü íàéòè âûðàæåíèå äëÿk.
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Ãëàâà XIV. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîð ðåëÿöèè

Èç ðàâåíñòâà¯̄y = k¯̄x + m ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå îòêëîíåíèå ē ðàâíî íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî,

ē =
e1 + e2 + ...+ en

n =
(y1 � kx1 � m) + ( y2 � kx2 � m) + ...+ ( yn � kxn � m)

n =

=
y1 + y2 + ...+ yn

n � k
x1 + x2 + ...+ xn

n � m = ¯̄y � k¯̄x � m = 0:

Çàïèøåì äèñïåðñèþ S2
e:

S2
e =

(e1 � ¯̄e)2 + ( e2 � ¯̄e)2 + ...+ ( e2 � ¯̄e)2

n =
e2

1 + e2
2 + ...+ e2

n

n :

Äèñïåðñèÿ ðàâíà ñðåäíåìó êâàäðàòó îòêëîíåíèÿej . Ýòó âåëè÷èíó íóæíî ñäåëàòü
íàèìåíüøåé 1.

Âñïîìíèì, ÷òî ej = y j � kxj � m. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿS2
e ðàâíà ñðåäíåìó

àðèôìåòè÷åñêîìó ÷èñåë

(y j � kxj � m)2 = ( y j � kxj � ¯̄y+ k¯̄x)2 = (( y j � ¯̄y) � k(x j � ¯̄x))2 =

= ( x j � ¯̄x)2k2 � 2k(x j � ¯̄x)(y j � ¯̄y) + ( y j � ¯̄y)2:

Óñðåäíèì ýòè ÷èñëà:
S2

e = S2
x � k2 � 2cov(x, y) � k+ S2

y:

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿS2
e �� êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî k:

S2
e = ak2 + bk+ c,

ãäåa= S2
x, b= � 2cov(x, y) è c= S2

y.
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî òð¼õ÷ëåíà äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

k = �
b
2a =

cov(x, y)

S2
x

: J

Ïðèìåð 3. Âîçüì¼ì èìåþùèåñÿ äàííûå èç çàäà÷è ïðî ðîñò è îáóâü. Íàéä¼ì
óðàâíåíèå ïðÿìîé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ýòèõ äåñÿòè ïàð í àáëþäåíèé.

Íîìåð íàáëþäåíèÿ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Ñðåäíåå

Ðîñò xk (ñì) 185 174 178 192 178 182 188 177 180 174 180,8

Ðàçìåð îáóâèyk 44 42 43 47 43 45 45 44 44 43 44

Ïðîèçâåäåíèå xkyk 8140 7308 7654 9024 7654 8190 8460 7788 7920 7482 7962

Äèñïåðñèÿ:S2
x = 31,96. Êîâàðèàöèÿ:cov(x, y)= ¯̄x¯̄y� ¯̄x� ¯̄y= 7962� 180,8�44= 6,8.

1 Îòñþäà íàçâàíèå ìåòîäà �� ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Òîãäà

k =
cov(x, y)

S2
x

=
6,8

31,96 � 0,213 è m = ¯̄y � k¯̄x = 44� 0,213� 180,8� 5,532:

Çíà÷èò, îñü äèàãðàììû, íàéäåííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäð àòîâ, èìååò
óðàâíåíèå y= 0,213x+ 5,532:

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè áû ðîñò è ðàçìåð îáóâè èçìåðÿëè â äðóãèõ åäèíèöàõ
(ñêàæåì, â äþéìàõ), òî äèàãðàììà èìåëà áû äðóãóþ ôîðìó, à ïðÿ ìàÿ íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ �� äðóãîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå ïðÿìîé çàâèñèò îò åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà ïî îøèáêå ñ÷èòàþò, ÷òî ÷åì áîëüøå êîýôôèöèåíò k,
òåì ñèëüíåå ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìèX è Y. Èç çàìå÷àíèÿ 1 âèäíî, ÷òî ýòî íå
òàê �� êîýôôèöèåíò çàâèñèò íå îò ñèëû ñâÿçè, à îò âûáðàííûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ.
Ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èçìåðÿþò ñ ïîìîùüþ
êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.

Ÿ 29. Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

29.1. Êîððåëÿöèÿ

Íà äèàãðàììå ðàññåèâàíèÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, íàñêîëüêî ïëîòíî òî÷êè (x j ; y j ) ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî
íåêîòîðîé íàêëîííîé ïðÿìîé y= kx+ m. Äëÿ îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé x j , y j ìîæíî
íàïèñàòü y j = kxj + m+ ej . ×åì ìåíüøå ïî ìîäóëþ ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ ej , òåì
áëèæå òî÷êè ê ïðÿìîé.

Âèäèìîé áëèçîñòè ÷àñòî íåäîñòàòî÷íî. Íóæåí ÷èñëîâîé ïîêàç àòåëü, õàðàêòåðè-
çóþùèé ñèëó íàáëþäàåìîé ñâÿçè. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïîêàçàòåëÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò
âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè .

Îïðåäåëåíèå 1. Âûáîðî÷íûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè äëÿ âûáîðêè, ñî-

ñòîÿùåé èç ïàð (x j , y j ), íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíàr =
cov(x, y)

SxSy
:

29.2. Ñâîéñòâà âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâ îéñòâàìè.
1� . � 16 r 6 1.

2� . r = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäàk = 0. Ýòî áûâàåò, åñëè òî÷êè(x j ; y j ) îáðàçóþò
îáëàêî, íå èìåþùåå íàêëîííîé îñè.
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3� . r = 1 òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òî÷êè(x j ; y j ) ëåæàò íà íàêëîííîé ïðÿìîé
y= kx+ m è k> 0.

4� . r = � 1 òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òî÷êè(x j ; y j ) ëåæàò íà íàêëîííîé ïðÿìîé
y= kx+ m è k< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íàøëè k èç óñëîâèÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ îòêëî-

íåíèé S2
e íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ. ×åìó æå îíà ðàâíà? Ïîäñòàâèì k=

cov(x, y)

S2
xâ âûðàæåíèå äëÿS2

e. Ïîëó÷àåì

S2
e = S2

y �
cov2(x, y)

S2
x

:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r2 =
cov2(x, y)

S2
xS2

y
= 1�

S2
e

S2
y
:

Çíà÷èò,r2 6 1.

Çíàê r ñîâïàäàåò ñî çíàêîì k, ïîñêîëüêó r = k
Sx
Sy

.

Åñëè âñå òî÷êè(x j ; y j ) ëåæàò íà ïðÿìîé y= kx+ m, òî âñå ÷èñëàej ðàâíû íóëþ.
ÒîãäàS2

e = 0 è ïîýòîìó r2 = 1.
Îáðàòíî, åñëè r2 = 1, òî S2

e = 0, çíà÷èò, âñå ÷èñëàej ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.
Íî èõ ñðåäíåå ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ej ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó âñå òî÷êè
(x j ; y j ) ëåæàò íà ïðÿìîé y= kx+ m.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà 1�� 4 äîêàçàíû. J

Íà äîêàçàííûõ ñâîéñòâàõ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿ öèè îñíîâàíî
èçìåðåíèå ñèëû ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ïîìîùüþ
âûáîðîê èç èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñäåëàòü íàä¼æíûé âûâîä î ëèíåéíîé ñâÿçè ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷-
íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìîæíî íå âñåãäà. Äåëî â òîì, ÷ò î êîýôôèöèåíò
r ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è åãî ðàñïðåäåëåíèå èçâåñòíî íå äëÿ ëþáûõ
ñîâìåñòíûõ íàáëþäåíèé âåëè÷èí X è Y.

Õîðîøî èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà îáå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX èY èìåþò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà r èçâåñòíî è ñî-
ñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå òàáëèöû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîäòâåðä èòü èëè îòâåðãíóòü
ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó X è Y ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ.
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Ïðèìåð 4. Âåðí¼ìñÿ ê äàííûì çàäà÷è ïðî ðîñò è îáóâü. Íàéä¼ì êîýôôèöèåí ò
êîððåëÿöèè.

Íîìåð íàáëþäåíèÿ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Ñðåäíåå

Ðîñò xk (ñì) 185 174 178 192 178 182 188 177 180 174 180,8

Ðàçìåð îáóâèyk 44 42 43 47 43 45 45 44 44 43 44

Ïðîèçâåäåíèå xkyk 8140 7308 7654 9024 7654 8190 8460 7788 7920 7482 7962

Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ: Sx = 5,65, Sy = 1,34.
Âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèÿ: cov(x, y) = ¯̄x¯̄y � ¯̄x � ¯̄y= 7962� 180,8� 44= 6,8.

Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè: r =
6,8

5,65� 1,34 � 0,896.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âûñîêèé. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ì åæäó ðîñòîì
è ðàçìåðîì îáóâè ïðîñëåæèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Îäí àêî îöåíèâàòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðåäëîæåíèå âåðíî ìû íå áóäåì. Ýòî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî
êóðñà.
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Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè y = Ô( x) ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 1 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001

x F (x) x F (x) x F (x) x F (x)

� 4,0 0,0000 � 2,0 0,0228 0,0 0,5000 2,0 0,9772

� 3,9 0,0000 � 1,9 0,0287 0,1 0,5398 2,1 0,9821

� 3,8 0,0001 � 1,8 0,0359 0,2 0,5793 2,2 0,9861

� 3,7 0,0001 � 1,7 0,0446 0,3 0,6179 2,3 0,9893

� 3,6 0,0002 � 1,6 0,0548 0,4 0,6554 2,4 0,9918

� 3,5 0,0002 � 1,5 0,0668 0,5 0,6915 2,5 0,9938

� 3,4 0,0003 � 1,4 0,0808 0,6 0,7257 2,6 0,9953

� 3,3 0,0005 � 1,3 0,0968 0,7 0,7580 2,7 0,9965

� 3,2 0,0007 � 1,2 0,1151 0,8 0,7881 2,8 0,9974

� 3,1 0,0010 � 1,1 0,1357 0,9 0,8159 2,9 0,9981

� 3,0 0,0013 � 1,0 0,1587 1,0 0,8413 3,0 0,9987

� 2,9 0,0019 � 0,9 0,1841 1,1 0,8643 3,1 0,9990

� 2,8 0,0026 � 0,8 0,2119 1,2 0,8849 3,2 0,9993

� 2,7 0,0035 � 0,7 0,2420 1,3 0,9032 3,3 0,9995

� 2,6 0,0047 � 0,6 0,2743 1,4 0,9192 3,4 0,9997

� 2,5 0,0062 � 0,5 0,3085 1,5 0,9332 3,5 0,9998

� 2,4 0,0082 � 0,4 0,3446 1,6 0,9452 3,6 0,9998

� 2,3 0,0107 � 0,3 0,3821 1,7 0,9554 3,7 0,9999

� 2,2 0,0139 � 0,2 0,4207 1,8 0,9641 3,8 0,9999

� 2,1 0,0179 � 0,1 0,4602 1,9 0,9713 3,9 1,0000

Äëÿ çíà÷åíèé x6 � 4 ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òîF (x) = 0.
Äëÿ çíà÷åíèé x> 4 ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òîF (x) = 1.

1 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû äàíû íà ñëåäóþùåé ñò ðàíèöå.
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Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè y= F (x)

Êàê ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé

Ïðèìåð 1. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ, ðàñïðåäåë¼í-
íàÿ ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, ïðèìåò çíà÷åíèå èç îòðåçêà[0,3; 0,7], òî
åñòü0,36 Z 6 0,7.

Ðåøåíèå. Èìååì

P(0,3 6 Z 6 0,7) = F (0,7) � F (0,3) = 0,7580� 0,6179= 0,1401:

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàZ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíî-
ìó ñòàíäàðòíîìó çàêîíó. Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî � 0,356 Z6 0,45.

Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P(� 0,356 Z 6 0,45) = F (0,45) � F (� 0,35):

Â íàøåé òàáëèöå òàêèõ çíà÷åíèé íåò, íî ìîæíî èõ íàéòè ïðèáëèæ ¼ííî. Íàïðèìåð,
÷òîáû íàéòè F (0,45), ìîæíî âçÿòü ñðåäíåå ìåæäó F (0,4) è F (0,5):

F (0,45) �
F (0,4) + F (0,5)

2 =
0,6554+ 0,6915

2 = 0,6734:

Àíàëîãè÷íî

F (� 0,35) �
F (� 0,3) + F (� 0,4)

2 =
0,3821+ 0,3446

2 = 0,3633:

Òîãäà
P(� 0,356 Z 6 0,45) � 0,6734� 0,3633= 0,3101:

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó N(1; 4).
Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 1,26 X 6 2,6.

Ðåøåíèå. Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ a= 1, s2 = 4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíàZ =
X � a

s =
X � 1

2 èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéä¼ì
ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà äëÿZ. Ëåâàÿ ãðàíèöà:

1,2� 1
2 = 0,1:

Ïðàâàÿ ãðàíèöà:
2,6� 1

2 = 0,8:

Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 0,16 Z 6 0,8:

P(1,2 6 X 6 2,6) = P(0,1 6 Z 6 0,8):

Ýòó âåðîÿòíîñòü èùåì ñ ïîìîùüþ òàáëèöû:

F (0,8) � F (0,1) = 0,7881� 0,5398= 0,2483:
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Ñëîâàðü òåðìèíîâ

Áåðíóëëè ðàñïðåäåëåíèå �� ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ ïðè îäíîì èñïûòà-
íèè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è âåðîÿòíîñòü íåóäà÷èq= 1� p.

Áèíîì Íüþòîíà �� ôîðìóëà äëÿ âîçâåäåíèÿ â n-þ ñòåïåíü äâó÷ëåíà (áèíî-
ìà) a+ b:

(a+ b)n = C0
nanb0 + C1

nan� 1b1 + C2
nan� 2b2 + ...+ Cn

na0bn:

Íàçâàíèå ôîðìóëà ïîëó÷èëà â ÷åñòü âåëèêîãî àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà è ôèçèêà
ñýðà Èñààêà Íüþòîíà, êîòîðûé îáîáùèë å¼ íà ñëó÷àé äðîáíûõ è î òðèöàòåëüíûõ
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �� ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâS â ñåðèè èçn
èñïûòàíèé Áåðíóëëè:

P(S = k) = Ck
npnqn� k,

ãäåp �� âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè, à q= 1� p �� âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è.
×èñëà n è p íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×àñòí ûì
ñëó÷àåì áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî np, äèñïåðñèÿ ðàâíànpq.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �� êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà
Êàæäûé êîýôôèöèåíò Ck

n ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èçn ïî k.
Áëàãîïðèÿòñòâóþùåå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå. Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, ïðè

íàñòóïëåíèè êîòîðîãî íàñòóïàåò ñîáûòèå A, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì,
áëàãîïðèÿòñòâóþùèì ñîáûòèþ A.

Âåðîÿòíîñòü �� ÷èñëîâàÿ ìåðà ïðàâäîïîäîáèÿ ñîáûòèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïðèíè ìà-
åò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1.

Âûáîð íàóäà÷ó (ñëó÷àéíûé âûáîð) �� âûáîð îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ
èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè, ïðè êîòîðîì øàíñû íà âûáîð ëþáîã î îáúåêòà îäèíàêîâû.

Âûáîðêà �� ÷àñòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ, îòîáðàííàÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ.

Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. Ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ, ïîäëåæàùåå èññëåäî-
âàíèþ ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîãî ìåòîäà. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ïðåäïî÷òåíèé
èçáèðàòåëåé ïåðåä âûáîðàìè ìýðà ãîðîäà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ
âñå æèòåëè ýòîãî ãîðîäà, èìåþùèå ïðàâî ãîëîñà.

Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ìîæåò èçó÷àòüñÿ íà ðàñïðîñòðàí¼ííîñòü êàêîãî-ëèáî
ïðèçíàêà. ×àñòî ñòàâèòñÿ çàäà÷à îöåíêè ÷èñëåííîñòè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.
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Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X:

P(X = k) = pqk� 1

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì p. Ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå äà¼ò âåðîÿòíîñòü ÷èñëà ïîïûòîê äî äîñòèæåíèÿ óñïåõà, åñëè
âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè ðàâíà p, à âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è ðàâíà
q= 1� p.

Äåìîãðàôèÿ �� íàóêà î ÷èñëåííîñòè è ñîñòàâå íàñåëåíèÿ.
Äåðåâî âåðîÿòíîñòåé �� ãðàô, ð¼áðà êîòîðîãî ïîêàçûâàþò ïåðåõîä èç îäíîãî

ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå. Íàïðèìåð, òàê âûãëÿäèò äåðåâî
âåðîÿòíîñòåé ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì áðîñàþòñÿ äâå ìîíåòû . Êîðåíü äåðåâà
ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ýêñïåðèìåíòà. Èíîãäà îêîëî ð¼áåð óäîáíî ïîäïèñàòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå âñåì ð¼áðàì ñîîòâåòñòâóþò
âåðîÿòíîñòè 0,5.

Äèàãðàììà ðàññåèâàíèÿ �� äèàãðàììà, ñîñòàâëåííàÿ èç òî÷åê íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè. Äèàãðàììû ðàññåèâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷ åíèÿ ñâÿçåé ìåæäó
ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íàïðèìåð ðîñòîì è âåñîì æèâî òíîãî è ò. ä. Àáñ-
öèññà è îðäèíàòà êàæäîé òî÷êè �� çíà÷åíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê.

Äèàãðàììà Ýéëåðà �� ñïîñîá ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîáûòèé â âèäå ôè-
ãóð íà ïëîñêîñòè. Êàæäîå ñîáûòèå èçîáðàæàåòñÿ íåêîòîðîé ôèãóðîé, ïåðåñå÷å-
íèå ñîáûòèé �� îáùåé ÷àñòüþ ýòèõ ôèãóð, îáúåäèíåíèå ñîáûòèé �� îáúåäèíåíèåì
ôèãóð. Äèàãðàììû Ýéëåðà ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî ïîêàçàòü ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ñîáûòèÿìè. Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ èçîáðàæàþòñÿ ôèãóðàìè, í å èìåþùèìè îáùèõ
òî÷åê.

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé
îáðàçóþò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñ åë. Êàê ïðàâèëî,
êàæäîå çíà÷åíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ��
çíà÷åíèÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. Èí îãäà çíà÷åíèÿ
ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ äîáàâëÿþò äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Äèñïåðñèÿ íàáîðà ÷èñåë �� ìåðà ðàññåèâàíèÿ çíà÷åíèé ÷èñëîâîãî íàáîðà
x1, x2, ... ,xn îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Äèñïåðñèþ ÷èñëîâ îãî íàáîðà
îáû÷íî îáîçíà÷àþò S2:

S2 =
(x1 � ¯̄x)2 + ( x2 � ¯̄x)2 + ...+ ( xn � ¯̄x)2

n = x2 � ( ¯̄x)2:

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷¼òàõ. Åãî ìîæíî ïðî÷åñòü
¾ñðåäíèé êâàäðàò áåç êâàäðàòà ñðåäíåãî¿.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �� ìåðà ðàññåèâàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýòîé âåëè ÷èíû:

DX = E(X � EX)2, èëè DX = EX2 � (EX)2:

Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå �� ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî íàñòóïàåò
â õîäå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Íàïðèìåð, äîñòîâåðíûì ñîá ûòèåì ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýêñïåðèìåíòà. Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå èìååò
âåðîÿòíîñòü 1. Êðîìå äîñòîâåðíûõ ñîáûòèé ÷àñòî ãîâîðÿò î ïî÷òè äîñòîâåðí ûõ
è ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíûõ ñîáûòèÿõ.

Ïî÷òè äîñòîâåðíîå ñîáûòèå òàêæå èìååò âåðîÿòíîñòü 1, íî íàñòóïàåò íå
îáÿçàòåëüíî. Ïðèìåð ïî÷òè äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ �� ïðè ñëó÷ àéíîì âûáîðå ÷èñëà
èç îòðåçêà[0; 1] âûáðàíî íå öåëîå ÷èñëî. Ýòî ñîáûòèå èìååò âåðîÿòíîñòü 1, íî íå
íàñòóïàåò, åñëè âûáðàíî ÷èñëî0 èëè 1.

Ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîå ñîáûòèå �� ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî äëÿ äàí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû íà í åãî ìîæíî áûëî
ïîëàãàòüñÿ. Íàïðèìåð, ïðè áðîñêå 20 ìîíåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäíîãî
îðëà áîëüøå ÷åì 0,999999. Òàêîå ñîáûòèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàêòè÷åñêè
äîñòîâåðíîå. Ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîå ñîáûòèå ïðîòèâîïîë îæíî ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíîìó.

Äîïóñê �� 1) ìàêñèìàëüíî ðàçðåø¼ííîå îòêëîíåíèå êàêîé-ëèáî õàðàê òåðèñòèêè
îò å¼ íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ; 2) èíòåðâàë ðàçðåø¼ííûõ çíà÷å íèé ýòîé õàðàêòåðè-
ñòèêè; 3) ðàçíîñòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ðàçðåø¼ííûõ ç íà÷åíèé.

Ïðè ìàññîâîì ïðîèçâîäñòâå êîíòðîëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâèå äî ïóñêó îñíîâíûõ
õàðàêòåðèñòèê èçäåëèÿ. Íàïðèìåð, â ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñò è �� ñîäåðæàíèå ïè-
ùåâûõ äîáàâîê, ìàññà óïàêîâêè ãîòîâîé ïðîäóêöèè è ò. ï.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë �� ñîáèðàòåëüíîå íàçâàíèå ãðóïïû òåîðåì, óòâåðæäàþ-
ùèõ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìàëî îòëè ÷àþòñÿ îò ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îñíîâíîå
óñëîâèå �� áîëüøîå ÷èñëî ñêëàäûâàåìûõ âåëè÷èí, îòêóäà è ïðî èñõîäèò íàçâàíèå
çàêîíà.
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Èñïûòàíèå Áåðíóëëè �� ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì èç äâóõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé: óñïåõîì èëè íåóäà÷åé.

Èãðàëüíàÿ êîñòü (ìàòåìàòè÷åñêàÿ),êóáèê �� ãåíåðàòîð îäíîãî èç øåñòè ðàâ-
íîâîçìîæíûõ ñîáûòèé (ãðàíåé êóáèêà). Õîðîøèì ôèçè÷åñêèì ï ðèáëèæåíèåì
ê ìàòåìàòè÷åñêîé êîñòè ÿâëÿåòñÿ îáû÷íàÿ ïðàâèëüíàÿ êîñòü.

Êîìáèíàòîðèêà �� ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ÷èñëî êîìáèíàöèé, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïîä êîìáèíàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâî, ïîä÷èí¼ííîå íåêîòîðîìó óñëîâèþ, íàïðèìåð óïîð ÿäî÷åííîå èëè íå
ñîäåðæàùåå ïîâòîðÿþùèõñÿ ýëåìåíòîâ è ò. ï.

Ìàëîâåðîÿòíîå ñîáûòèå (ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîå ñîáûòèå) �� ñëó÷àéíîå
ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî â äàííûõ óñëîâèÿõ ñ÷èòàåòñÿìàëîé (íàñòîëüêî, ÷òî
íà ýòî ñîáûòèå íå ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü).

Ìîíåòà (ìàòåìàòè÷åñêàÿ) �� ãåíåðàòîð îäíîãî èç äâóõ ðàâíîâîçìîæí ûõ èñ-
õîäîâ (îð¼ë è ðåøêà). Îáû÷íàÿ ìîíåòà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ôèçè÷ åñêîé ìîäåëüþ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîíåòû.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �� ÷èñëîâàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îáîçíà÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå EX. ÅñëèX ïðèíèìàåò n çíà÷åíèé x1, ... ,xn c âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, ... ,pn, òî

EX = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn:

ÅñëèX èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðå-
äåëåíî àíàëîãè÷íî. Ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ áåñêîíå÷íûì êîëè ÷åñòâîì çíà÷åíèé
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè íåïðå-
ðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò òàêóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè y = p(x), ÷òî
ñóùåñòâóåò èíòåãðàë1

+ ¥
R

� ¥
xp(x) dx,

òî ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Îáîçíà÷åíèå: EX.

1 Èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè
+ ¥

R

� ¥
f (x) dx (íåñîáñòâåííûé) ïîíèìàþò êàê ÷èñëî, ê êîòîðîìó

ñòðåìèòñÿ èíòåãðàë
b

R

a
f (x) dx, åñëè íèæíèé ïðåäåë a óñòðåìèòü ê� ¥ , à çàòåì âåðõíèé ïðåäåëb

óñòðåìèòü ê+ ¥ . Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+ ¥

R

� ¥
f (x) dx ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè, äàæå åñëè

ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåç êå [a; b].
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Åñëè âñå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíûX ðàñïîëîæåíû íà îòðåçêå [a; b], òî

EX =
b

R

a
xp(x) dx:

Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå �� ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, êîòîðîå â äàííîì îïûòå íàñòó-
ïèòü íå ìîæåò. Ïðèìåð �� ïóñòîå ñîáûòèå. Íåâîçìîæíîå ñîáûòè å ïðîòèâîïîëîæíî
äîñòîâåðíîìó.

Ïî÷òè íåâîçìîæíîå ñîáûòèå èìååò âåðîÿòíîñòü 0, íî âñ¼ æå ìîæåò íàñòóïèòü.
Ïðèìåð �� ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ÷èñëà èç îòðåçêà [0; 1] âûáðàíî ÷èñëî 0,5. Ýòî
ñîáûòèå ìîæåò íàñòóïèòü, õîòÿ åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ.

Ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîå ñîáûòèå �� ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü ê îòîðîãî â äàííîì
ýêñïåðèìåíòå ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Íà ïðàêòèêå ïð àêòè÷åñêè íåâîçìîæ-
íûå ñîáûòèÿ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü. Íàïðèìåð, ëåêàðñòâî ïîñòó ïàåò â ñâîáîäíóþ
ïðîäàæó (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäóïðåæäåíèåì), åñëè èçâåñòíî, ÷òî îïàñíûé
ïîáî÷íûé ýôôåêò îò ïðè¼ìà ýòîãî ëåêàðñòâà �� ïðàêòè÷åñêè íå âîçìîæíîå ñîáûòèå.

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Äâà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿA è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ è õ âåðîÿòíîñòåé:

P(A\ B) = P(A) � P(B):

×àñòî íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé îáúÿñíÿåòñÿ îðãàíèçàöèåé îïûòà, ñîñòîÿùåãî èç
íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé. Íàïðèìåð, íåçàâèñèìû äâà ñîáûòèÿ, îòí îñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷-
íûì èñïûòàíèÿì Áåðíóëëè.

Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Åñëè ëþáûå äâà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿ,
îäíî èç êîòîðûõ ñâÿçàíî ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X, à äðóãîå �� ñî ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé Y, íåçàâèñèìû, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñ èìûõ âåëè÷èí.
Âàæíûì ïðèìåðîì íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî óñïåõî â â ðàçëè÷íûõ

íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè.
Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y âåðíû ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè:
1) E(XY) = EX � EY;
2) D(X + Y) = DX + DY;
3) cov(X,Y) = 0.
Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé

îáðàçóþò îäèí èëè íåñêîëüêî ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé .
Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ �� äâà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿ, êîòîðûå íå ìîãóò íàñòó-

ïèòü â îäíîì è òîì æå îïûòå âìåñòå (îäíîâðåìåííî). Ïðèìåðîì í åñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ.
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå ñôóíêöèåé ïëîòíîñòè

y =
1

p
2ps2

e� (x� a)2

2s2

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàâíî a, äèñïåðñèÿ ðàâíàs2.
Ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê íîðìàëüíîìó, ðàñïðåäåëåíû ìíîãèå âåë è÷èíû â ïðèðîäå,
íàïðèìåð ðîñò ÷åëîâåêà. Åñëè a = 0, à s = 1, ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

y =
1

p
2p

e� x2
2 :

Ëþáóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåí èå, ìîæíî ïðå-
âðàòèòü â âåëè÷èíó, ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî ñòàíäàðòíîìó çàêîíó, åñëè ñäåëàòü ïîäõî-
äÿùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé (çàìåíó åäèíèö èçìåðåíèÿ).

Îáúåäèíåíèå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Îáúåäèíåíèåì ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé A è B
íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî â òîì ñ ëó÷àå, êîãäà
ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé A è B.

Îáú¼ì âûáîðêè �� ÷èñëî îáúåêòîâ, îòîáðàííûõ èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Îð¼ë �� îäíà èç ñòîðîí ìîíåòû (àâåðñ). Äðóãàÿ ñòîðîíà (ðåâåðñ) íà çûâàåòñÿ ðåø-
êîé. Âûïàäåíèå îðëà �� îäíî èç äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðè áðîñàíèè ìîíåòû.

Ïåðåñå÷åíèå (ïðîèçâåäåíèå) ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Ïåðåñå÷åíèåì ñëó÷àéíûõ
ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà íàñòóïàþò îáà ñîáûòèÿA è B.

Ïåðåñòàíîâêà �� îäèí èç ñïîñîáîâ íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà. Åñëè â ìíîæåñòâån ýëåìåíòîâ, òî ñóùåñòâóåòn! ïåðåñòàíîâîê ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå ñôóíêöèåé ïëîòíîñòè

y =

8
<

:

0, åñëèx < 0,

1
qe� x=q, åñëèx > 0, ãäåq > 0,

íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì. Ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ðàñïð åäåëåíî, íàïðèìåð,
âðåìÿ èñïðàâíîé ðàáîòû ïðèáîðà, åñëè ïðèáîð íå ïîäâåðæåí ñò àðåíèþ. Ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíîq, äèñïåðñèÿ ðàâíàq2.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé �� ïðàâèëî, êîòîðîå ãëàñèò, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç íèõ
è óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè âòîðîãî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâîå íàñò óïèëî:

P(A\ B) = P(BjA)P(A) = P(AjB)P(B):
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Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ êîìáèíàòîðíîå �� ïðàâèëî, êîòîðîå ãëàñèò, ÷òî åñëè
èìååòñÿ m ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ïåðâîãî âèäà è n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ âòîðîãî
âèäà, òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü m� n óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ, ñîñò îÿùèõ èç ïðåä-
ìåòîâ òð¼õ, ÷åòûð¼õ è áîëåå òèïîâ.

Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå. Ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì ñëó÷àéíîìó ñîáû-
òèþ A, íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå ¯̄A, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîáûòèå A íå íàñòóïèëî.
Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: ñîáûòèå ¯̄A íàñòóïàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå íàñòóïàåò
ñîáûòèå A.

Ïóñòîå ñîáûòèå. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, êîòîðîìó íå áëàãîïðèÿòñòâóåò íè îäèí
ýëåìåíòàðíûé èñõîä. Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å �� ïóñòîå ìíîæåñòâ î ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà. Âåðîÿòíîñòü ïóñòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà í óëþ. Îáîçíà÷åíèå: ? .

Ðàâíîâîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ �� ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ó êîòî-
ðûõ îäèíàêîâûå øàíñû íà íàñòóïëåíèå. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèò ü îïûò, ñîñòîÿùèé
â áðîñàíèè ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé êîñòè. Â ýòîì îïûòå øåñòü ýë åìåíòàðíûõ
ñîáûòèé, è âñå îíè ðàâíîâîçìîæíû.

Ðàâíîâåðîÿòíûå ñîáûòèÿ �� ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ ðàâíû.
Ïðèìåðîì ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé ñëóæàò ðàâíîâîçìîæíûå ýë åìåíòàðíûå ñîáû-
òèÿ.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [a; b] òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ëþáîãî îòðåçêà
âíóòðè [a; b] ïðîïîðöèîíàëüíà åãî äëèíå. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

p(x) =

8
>><

>>:

0, åñëèx 6 a,

1
b� a, åñëèa < x 6 b,

0, åñëèx > b.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî
a+ b

2 , äèñïåðñèÿ ðàâíà
(b� a)2

12 .
Ðàçìàõ ÷èñëîâîãî íàáîðà �� ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà-

÷åíèÿìè ýòîãî íàáîðà.
Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX,

ïðèíèìàþùåé âñåãî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè q è p:

X �
�

0 1

q p

�

:

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî p, äèñïåðñèÿ ðàâíàpq.
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Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé �� çàêîí, ïî êîòîðîìó êàæäîìó çíà÷åíèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî âåëè÷èíà ïðèìåò
ýòî çíà÷åíèå. Ðàñïðåäåëåíèå äëÿ êîíå÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî çàäàòü
òàáëèöåé, äèàãðàììîé èëè ôîðìóëîé.

Ðåñïîíäåíò �� ó÷àñòíèê òåñòà èëè îïðîñà.
Ðåøêà �� îäíà èç ñòîðîí ìîíåòû (ðåâåðñ). Äðóãàÿ ñòîðîíà (àâåðñ) íà çûâàåòñÿ

îðëîì. Âûïàäåíèå ðåøêè �� îäíî èç äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðè áðîñàíèè
ìîíåòû.

Ñåðèÿ èñïûòàíèé Áåðíóëëè �� ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïðîâåäåíèè íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà �� îäíà è òà æå îøèáêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ëþáîì
èçìåðåíèè èëè íàáëþäåíèè è ñâÿçàííàÿ ñ íàñòðîéêîé ïðèáîðà. Íàïðèìåð, åñëè
âåñû íå îòðåãóëèðîâàíû, òî îíè âñ¼ âðåìÿ ìîãóò ïîêàçûâàòü íà 10 ã áîëüøå, ÷åì
íàäî. Çäåñü10 ã �� ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà.

Åñëè ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè íåò, òî âñå äðóãèå îòêëîíåíèÿ ñâÿçàíû ñî
ñëó÷àéíîé èçìåí÷èâîñòüþ è íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè èçìåðåíèÿ.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �� âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ
â õîäå ñëó÷àéíîãî îïûòà â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ýêñïåðèìåíò à.

Ñëó÷àéíàÿ èçìåí÷èâîñòü �� ñïîñîáíîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû ïðèíèìàòü ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ îáñòîÿòåëüñòâ, êîòîðûå
íåò âîçìîæíîñòè íè ïðåäâèäåòü, íè èçìåíèòü.

Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå �� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñëó÷àé-
íîãî ýêñïåðèìåíòà. Äîñòîâåðíîå è íåâîçìîæíîå ñîáûòèÿ ÿâëÿ þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Âñå äðóãèå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ìîãóò ëèáî íàñòóïèòü,
ëèáî íå íàñòóïèòü â õîäå ýêñïåðèìåíòà.

Ñëó÷àéíûé âûáîð �� ñì. âûáîð íàóäà÷ó.
Ñëó÷àéíûé îïûò (ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò) �� ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ,

îïèñûâàþùàÿ ðåàëüíûé îïûò, êîòîðûé ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ðàç ëè÷íûìè ñëó÷àé-
íûìè ñîáûòèÿìè. Ïîä ñëó÷àéíûì îïûòîì ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü í àáëþäåíèå çà
íåêîòîðûì ÿâëåíèåì ïðèðîäû èëè èçìåðåíèå íåêîòîðîé âåëè÷è íû (äëèíû, ìàññû
è òîìó ïîäîáíîå). Èíîãäà ñëó÷àéíûé îïûò ïðîâîäÿò íàìåðåííî . Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü ëþáàÿ èãðà èëè ëîòåðåÿ, ñïîðòèâíîå ñîñòÿçàíèå.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �� ñïîñîá óêàçàíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ îäíîâðåìåííî ñ íåñêîëüêèìè ñëó÷ àéíûìè âåëè÷èíàìè
â îäíîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå.

Ñîöèîëîãè÷åñêîå îáñëåäîâàíèå �� ñáîð èíôîðìàöèè îá îáùåñòâå ñ ïîìîùüþ
îïðîñà ñïåöèàëüíî îòîáðàííîé ãðóïïû íàñåëåíèÿ ( âûáîðêè). Ïðèìåðîì ñîöèîëî-
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ãè÷åñêîãî îáñëåäîâàíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ïðåäâàðèòåëüíûé îïðîñ èçáèðàòåëåé, òå-
ñòèðîâàíèå ó÷àùèõñÿ èëè àáèòóðèåíòîâ, èçó÷åíèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ òîâàðîâ.

Ñî÷åòàíèå. Ëþáîé íàáîð k ïðåäìåòîâ, îòîáðàííûõ èç íàáîðà, â êîòîðîì n
ïðåäìåòîâ, íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ïî k.

Ñðåäíåå íàáîðà ÷èñåë �� ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë ýòîãî íàáîðà, òî åñòü
èõ ñóììà, äåë¼ííàÿ íà èõ êîëè÷åñòâî.

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �� àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàò-
íûé êîðåíü èç äèñïåðñèèñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

p
DX.

Ñòàòèñòèêà�� íàóêà, ïîñâÿù¼ííàÿ ìåòîäàì ñèñòåìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äàííûõ.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé �� ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçðàáàòûâàåò ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îäíèõ ñî-
áûòèé ÷åðåç âåðîÿòíîñòè äðóãèõ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò òàêæå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèçóåò îøèáêó èçìåðåíèÿ. Íàïðèìåð, èçìåðÿÿ
ðîñò ÷åëîâåêà, ãîâîðÿò îá èçìåðåíèè ñ òî÷íîñòüþ äî ñàíòèìåò ðà.

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (÷èñëîâîé èëè àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê) �� òðå-
óãîëüíàÿ òàáëèöà, â êîòîðîé çàïèñàíû áèíîìèàëüíûå êîýôôèö èåíòû (÷èñëà ñî-
÷åòàíèé) Ck

n. Êðàéíèå ÷èñëà â êàæäîé ñòðîêå ðàâíû1. Êàæäîå ÷èñëî âíóòðè
òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íàäíèì.

Ñòðîêè è ñòîëáöû íóìåðóþòñÿ íà÷èíàÿ ñ íóëÿ. Íà ðèñóíêå ïîêàç àíû ïåðâûå
íåñêîëüêî ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. ×èñëîC4

6 = 15 îáâåäåíî êðóæêîì. Îíî
ñòîèò â øåñòîé ñòðîêå è â ÷åòâ¼ðòîì ñòîëáöå (ñòîëáöû íà ðèñóíêå íàêëîííûå).

Òðåóãîëüíèê íàçâàí â ÷åñòü ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Áëåçà Ïàñêàëÿ, îïóáëè-
êîâàâøåãî â 1665ãîäó ¾Òðàêòàò îá àðèôìåòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå¿.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåííàÿ ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèåB íàñòóïèëî, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A
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ïðè óñëîâèè B. Îáîçíà÷åíèå: P (AjB);

P(AjB) =
P(A\ B)

P(B)

Ôàêòîðèàë. Ôàêòîðèàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Ôàêòîðèàë ÷èñëàn îáîçíà÷àåòñÿ n!.

Òàêèì îáðàçîì,
n! = 1 � 2 � 3 � 4 � ...� n

äëÿ íàòóðàëüíîãî n. Ôàêòîðèàë íóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò ðàâíûì åäèíèöå:
0! = 1.

Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ �� ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü îáúåäè-
íåíèÿ ñîáûòèé. Äëÿ äâóõ ñîáûòèé A è B âåðíà ôîðìóëà

P(A[ B) = P(A) + P(B) � P(A\ B):

Åñëè ñîáûòèÿA è B íåñîâìåñòíû, òî ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

P(A[ B) = P(A) + P(B):

Äëÿ òð¼õ ñîáûòèé ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

P(A[ B[ C) = P(A) + P(B) + P(C) � P(A\ B) � P(A\ C) � P(B\ C) + P(A\ B\ C):

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè . Ïóñòü X �� íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿy = p(x), ÷òî äëÿ ëþáîãî
îòðåçêà[a; b] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(a 6 X 6 b) =
b

R

a
p(x)dx,

òî ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Ñêàçàííîå ìîæíî ïîÿñíèòü: íà êàæäîì îòðåçêå [a; b] ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè

y = p(x) çàêëþ÷åíà ôèãóðà, ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà âåðîÿòíîñòè ýòîãî îòðåçêà
P(a6 X 6 b).

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ y = F(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X äèôôåðåí-
öèðóåìà, òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè y = p(x) ñóùåñòâóåò è ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì p(x) = F0(x).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü X �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ôóíêöèÿ

F(x) = P(X 6 x)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX. Àðãóìåíòîì ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîx. Íàïðèìåð, F(2) = P(X 6 2). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíà
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íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è íå óáûâàåò. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìà, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè .

×àñòîòà ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Ïóñòü ïðè ïðîâåäåíèè n ñëó÷àéíûõ îïûòîâ
ñîáûòèå A íàñòóïèëî m ðàç. ×àñòîòîé ñîáûòèÿA íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

m
n .

×àñòîòíûé ìåòîä îöåíêè âåðîÿòíîñòè. ×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ îöåíèâàåòñ ÿ ÷àñòîòîé ýòîãî ñîáûòèÿ
â ÷àñòî ïîâòîðÿþùèõñÿ îäèíàêîâûõ îïûòàõ. ×àñòîòíûé ìåòîä ÿ âëÿåòñÿ îñíîâîé ñî-
öèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è äðóãèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

×èñëî ñî÷åòàíèé. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n

è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ck
n =

n!
k!(n � k)!

:

×èñëàCk
n îáðàçóþò ÷èñëîâîé òðåóãîëüíèê (òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ).

Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå (ýëåìåíòàðíûé èñõîä) ñëó÷àéíîãî ýêñ ïåðèìåíòà ��
ïðîñòåéøåå ñîáûòèå; èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýêñïåðèìåíò å íàñòóïàåò ðîâíî
îäíî.

Ëþáîå ñîáûòèå îïûòà, êðîìå íåâîçìîæíîãî, ñîñòîèò èç ýëåìåí òàðíûõ ñîáûòèé.
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Ê ãëàâàì I�II

1. Îïûò ñîñòîèò â èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû òåëà ñ ïîìîùüþ ðòóòíîã î ìåäè-
öèíñêîãî òåðìîìåòðà. Îïðåäåëèòå, êàêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíò àðíûõ ñîáûòèé â ýòîì
ñëó÷àéíîì îïûòå �� äèñêðåòíîå èëè íåïðåðûâíîå.

2. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿþò òåìïåðàòóðó âîçäóõà â êî ìíàòå ñ ïî-
ìîùüþ ýëåêòðîííîãî òåðìîìåòðà, êîòîðûé ïîêàçûâàåò òåìïåð àòóðó ñ òî÷íîñòüþ
äî äåñÿòîé äîëè ãðàäóñà. Îïðåäåëèòå, äèñêðåòíîå èëè íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ýòîì ýêñïåðèìåíòå.

3. Ïåðåä íà÷àëîì ñîðåâíîâàíèé ïî õóäîæåñòâåííîé ãèìíàñòèêå æ åðåáü¼âêîé
îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäîê âûñòóïëåíèÿ ñïîðòñìåíîê. Èç ïÿòíàäö àòè ñïîðòñìåíîê òðîå
ïðåäñòàâëÿþò Ðîññèéñêóþ Ôåäåðàöèþ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà÷èíàòü
ñîðåâíîâàíèÿ áóäåò ñïîðòñìåíêà íå èç Ðîññèè.

4. Ïåðåä íà÷àëîì ñîðåâíîâàíèé ïî ïðûæêàì íà ëûæàõ æåðåáü¼âêîé îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîðÿäîê âûñòóïëåíèÿ ïðûãóíîâ. Äâîå ñïîðòñìåíîâ ïðå äñòàâëÿþò Ðîññèþ,
÷åòâåðî �� ÑØÀ, äâåíàäöàòü èç ñòðàí Åâðîïû è Àçèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òðåòüèì ïî ñ÷åòó áóäåò âûñòóïàòü ñïîðòñìåí èç ÑØÀ.

5. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå 4 ðàçà áðîñàþò ìîíåòó. Âûïèøèòå âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ ¾îð¼ë âûïàë ðîâíî äâà ðàçà¿.

6. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå 4 ðàçà áðîñàþò ìîíåòó. Âûïèøèòå âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ ¾îð¼ë âûïàë íåìåíåå òð¼õ ðàç¿.

7. Â ÿùèêå 5 êðàñíûõ è 4 ñèíèõ øàðà. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò äâà øàðà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà âûáðàííûõ øàðà �� êðàñíûå .

8. Â êîðîáêå 10 ëàìïî÷åê, èç íèõ äâå íåèñïðàâíûå. Ïîêóïàòåëü âûáèðàåò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì äâå ëàìïî÷êè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà
èç êóïëåííûõ ëàìïî÷åê èñïðàâíà.

9. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî â ñóììå
âûïàëî 8 î÷êîâ.

10. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî õîòÿ áû
íà îäíîé èç êîñòåé âûïàëî íå ìåíüøå ÷åì 5 î÷êîâ.
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11. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà çàøòðèõóéòå ñîáûòèåA[ B̄.

A B

W

12. Íà äèàãðàììå Ýéëåðà çàøòðèõóéòå ñîáûòèåA[ B.

A B

W

13. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A =
�

íà âòîðîé êîñòè âûïàëî íå÷¼òíîå ÷èñëî
	

è

B =
�

ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ áîëüøå ÷åì 6
	

:

Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A\ B̄.
14. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A =
�

íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî
	

è

B =
�

ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ìåíüøå ÷åì 6
	

:

Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ Ā\ B.
15. Èç 15 þíîøåé è 10 äåâóøåê ïîñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðà-

þò äâóõ ÷åëîâåê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) áóäóò âûáðàíû äâîå þíîøåé;
á) ñíà÷àëà áóäåò âûáðàíà äåâóøêà, à çàòåì �� þíîøà.
16. Èç 8 êðàñíûõ øàðîâ è 7 áåëûõ øàðîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáèðàþò äâà øàðà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) îáà âûáðàííûõ øàðà áåëûå;
á) ñíà÷àëà áóäåò âûáðàí êðàñíûé øàð, à çàòåì �� áåëûé.

214



Çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, äëÿ ïðîâåðî÷íûõ è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ð àáîò

17. Â òîðãîâîì öåíòðå óñòàíîâëåíû äâà êîôåéíûõ àâòîìàòà. Äëÿ êà æäîãî
àâòîìàòà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó äíÿ â í¼ì çàêîí÷èòñÿ ê îôå, ðàâíà 0,3.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîôå çàêîí÷èòñÿ â îáîèõ àâòîìàòàõ, ðàâíà 0,13. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ê êîíöó äíÿ êîôå çàêîí÷èòñÿ õîòÿ áû â îä íîì èç àâòîìàòîâ¿.

18. Â òîðãîâîì öåíòðå óñòàíîâëåíû äâà ïëàòåæíûõ òåðìèíàëà. Äëÿ êàæäîãî
òåðìèíàëà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó äíÿ îí âûéäåò èç ñòðî ÿ, ðàâíà0,1. Âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûéäóò èç ñòðîÿ îáà àâòîìàòà, ðàâíà0,012. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ ¾ê êîíöó äíÿ îáà òåðìèíàëà èñïðàâíû¿.

19. Ïðè àðòèëëåðèéñêîé ñòðåëüáå àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåëàåò âûñòðåë ïî
öåëè. Åñëè öåëü íå óíè÷òîæåíà, òî ñèñòåìà äåëàåò ïîâòîðíûé âûñòðåë. Âûñòðåëû
ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà öåëü íå áóäåò óíè÷òîæåíà. Âåðîÿ òíîñòü óíè÷òîæåíèÿ
íåêîòîðîé öåëè ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî âûñòðåëîâ
ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü óíè÷òîæåíèÿ öåëè áûëà íå ìåíüøå,
÷åì 0,95.

20. Ïðè àðòèëëåðèéñêîé ñòðåëüáå àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåëàåò âûñòðåë ïî
öåëè. Åñëè öåëü íå óíè÷òîæåíà, òî ñèñòåìà äåëàåò ïîâòîðíûé âûñòðåë. Âûñòðåëû
ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà öåëü íå áóäåò óíè÷òîæåíà. Âåðîÿ òíîñòü óíè÷òîæåíèÿ
íåêîòîðîé öåëè ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,6. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî âûñòðåëîâ
ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü óíè÷òîæåíèÿ öåëè áûëà íå ìåíüøå,
÷åì 0,8.

Ê ãëàâå III

21. Ìîíåòó áðîñèëè äâàæäû. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí ðàç âûïàë îð¼ë. Ïð è ýòîì
óñëîâèè íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾âûïàëà õîòÿ áû îäíà ðåøêà¿.

22. Ìîíåòó áðîñèëè äâàæäû. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí ðàç âûïàëà ðåøêà. Ïðè ýòîì
óñëîâèè íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾îáà ðàçà âûïàëà ðåøêà¿.

23. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà 0,3, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A\ B ðàâíà 0,15.
Íàéäèòå óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (BjA).

24. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ C ðàâíà 0,6, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A\ C ðàâíà 0,45.
Íàéäèòå óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (AjC).

25. Â òîðãîâîì öåíòðå ðÿäîì ðàñïîëîæåíû äâà êîôåéíûõ àâòîìàòà. Äëÿ
êàæäîãî àâòîìàòà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê çàêðûòèþ öåíòðà â í¼ì çàêîí÷èòñÿ êîôå,
ðàâíà 0,3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê çàêðûòèþ êîôå çàêîí÷èòñÿ â îáîèõ àâòîìàòàõ,
ðàâíà 0,13. ßâëÿþòñÿ ëè ñîáûòèÿ ¾êîôå çàêîí÷èòñÿ â ïåðâîì àâòîìàòå¿ è ¾êîôå
çàêîí÷èòñÿ âî âòîðîì àâòîìàòå¿ áûòü íåçàâèñèìûìè? Îáúÿñíè òå ñâîé îòâåò.

26. Â âåñòèáþëå ñòàíöèè ìåòðî óñòàíîâëåíû äâà àâòîìàòà ïî ïðîäà æå ïðî-
åçäíûõ áèëåòîâ, ðàáîòàþùèå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Äëÿ êàæäîãî àâòîìàòà
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äî çàêðûòèÿ ìåòðî â í¼ì çàêîí÷èòñÿ ñäà÷à, ðàâíà0,2. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê çàêðûòèþ ìåòðî õîòÿ áû â îäíîì èç àâòî ìàòîâ ñäà÷à
îñòàíåòñÿ.

27. Àëåêñåé ñòðåëÿåò â ìèøåíü. Åñëè ìèøåíü ñáèòà, òî ñòðåëüáà ïðåêðàùàåòñÿ.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8.

à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A =
�

äëÿ ïîðàæåíèè ìèøåíè ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 3 âûñòðåëà
	

:

á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî æå ñîáûòèÿ A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâûé ðàç
Àëåêñåé ïðîìàõíóëñÿ.

28. Àíäðåé ñòðåëÿåò â ìèøåíü. Åñëè ìèøåíü ñáèòà, òî ñòðåëüáà ïðåêðàùàåòñÿ.
Âåðîÿòíîñòü ïðîìàõà ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,3.

à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A =
�

äëÿ ïîðàæåíèè ìèøåíè ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 2 âûñòðåëà
	

:

á) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî æå ñîáûòèÿ A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâûé ðàç
Àíäðåé ïðîìàõíóëñÿ.

29. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàëè äî òåõ ïîð, ïîêà â ñóììå íå âûïàëî 4 î÷êà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíî 3 áðîñêà.

30. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàëè äî òåõ ïîð, ïîêà â ñóììå íå âûïàëî 4 î÷êà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíî 2 áðîñêà.

31. Â ñåìüå òðîå äåòåé. Èçâåñòíî, ÷òî äâîå èç íèõ �� ìàëü÷èêè. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòèé ðåá¼íîê �� äåâî÷êà. (Ñ÷èòàéòå, ÷òîâåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ
ìàëü÷èêà è äåâî÷êè îäèíàêîâû.)

32. Â ñåìüå òðîå äåòåé. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç äåòåé �� äåâî÷êà. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåìüå äâå äåâî÷êè è îäèí ìàëü÷èê. (Ñ÷èòàéòå, ÷òî âåðîÿòíîñòè
ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè îäèíàêîâû.)

33. Îäèíàêîâûå ëàìïû îïðåäåëåííîé ôèðìû äëÿ àâòîìîáèëüíûõ ôàð âûïóñ-

êàþò äâà çàâîäà. Ïåðâûé ïðîèçâîäèò
2
3 âñåõ ëàìï, è ñðåäè ëàìï, ïîñòóïèâøèõ

â ïðîäàæó ñ ïåðâîãî çàâîäà, â ñðåäíåì 0,5% íåèñïðàâíûõ. Îñòàëüíûå ëàìïû
ïîñòàâëÿåò â ïðîäàæó âòîðîé çàâîä, è ñðåäè íèõ â ñðåäíåì2% íåèñïðàâíûõ.

à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ëàìïà ý òîé ôèðìû
èñïðàâíà.

á) Âûáðàííàÿ ëàìïà îêàçàëàñü íåèñïðàâíà. Ïðè ýòîì óñëîâèè í àéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî îíà ïðîèçâåäåíà íà ïåðâîì çàâîäå.

34. Îäèíàêîâûå ïðåäîõðàíèòåëè îïðåäåëåííîé ôèðìû äëÿ àâòîìîá èëüíûõ ôàð
âûïóñêàþò äâà çàâîäà. Ïåðâûé ïðîèçâîäèò 40% âñåõ ïðåäîõðàíèòåëåé, è ñðå-
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äè ïðåäîõðàíèòåëåé, ïîñòóïèâøèõ â ïðîäàæó ñ ïåðâîãî çàâîäà, â ñðåäíåì 1%
íåèñïðàâíûõ. Îñòàëüíûå ïðåäîõðàíèòåëè ïîñòóïàþò â ïðîäàæ ó ñî âòîðîãî çàâîäà,
è ñðåäè íèõ â ñðåäíåì 2% íåèñïðàâíûõ.

à) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ïðåäîõ ðàíèòåëü ýòîé
ôèðìû íåèñïðàâåí.

á) Âûáðàííûé ïðåäîõðàíèòåëü îêàçàëñÿ èñïðàâåí. Ïðè ýòîì óñ ëîâèè íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîèçâåäåí íà âòîðîì çàâîäå.

35. Ïðè ñèìïòîìàõ íåêîòîðîãî çàáîëåâàíèÿ âðà÷ íàçíà÷àåò àíàëè ç íà âîç-
áóäèòåëÿ ýòîãî çàáîëåâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â2,8% ñëó÷àåâ àíàëèç ïîëîæèòåëåí
(ïîêàçûâàåò íàëè÷èå âîçáóäèòåëÿ). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî òîëüêî 2% ïàöèåíòîâ,
èìåþùèõ äàííûå ñèìïòîìû, â äåéñòâèòåëüíîñòè áîëüíû. Âåðîÿ òíîñòü òîãî, ÷òî
àíàëèç îøèáî÷íî îêàæåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ó çäîðîâîãî ïàöèåí òà, ðàâíà 0,01.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàöèåíò, ó êîòîðîãî àíàëèç ïî ëîæèòåëåí, íà ñàìîì
äåëå çäîðîâ.

36. Ïðè ñèìïòîìàõ íåêîòîðîãî çàáîëåâàíèÿ âðà÷ íàçíà÷àåò àíàëè ç íà âîçáó-
äèòåëÿ ýòîãî çàáîëåâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â98% ñëó÷àåâ àíàëèç îòðèöàòåëåí (íå
ïîêàçûâàåò íàëè÷èå âîçáóäèòåëÿ). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî òîëüêî 4% ïàöèåíòîâ, èìå-
þùèõ äàííûå ñèìïòîìû, â äåéñòâèòåëüíîñòè áîëüíû. Âåðîÿòíî ñòü òîãî, ÷òî àíàëèç
îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ó çäîðîâîãî ïàöèåíòà, ðàâíà 0,99. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïàöèåíò, ó êîòîðîãî àíàëèç ïîëîæèòåëåí, íà ñàìîì ä åëå çäîðîâ.

Ê ãëàâàì IV-VII

37. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 4 è 5. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 3X � 2?

38. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ � 2, 1 è 3. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 3 � 2X?

39. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è 3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ � 3, � 2 è 0, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû X. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò
ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X + Y?

40. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2 è 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàY
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ � 2, � 1 è 0, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû X. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò
ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � Y?

41. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX çàäàíà ðàñïðåäåëåíèåì

X �
�

� 1 0 1 2 3 4

0,1 0,2 0,1 0,3 0,1 0,2

�

:

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X 6 2,5.

217



Çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, äëÿ ïðîâåðî÷íûõ è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ð àáîò

42. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX çàäàíà ðàñïðåäåëåíèåì

X �
�

� 2 � 1 0 1 2 3

0,2 0,1 0,3 0,1 0,2 0,1

�

:

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X > 0,5.
43. Çàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî îðëîâ, âûïàâøèõ

ïðè áðîñàíèè òð¼õ ìîíåò¿. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå 2.
44. Íàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî ðåøåê, âûïàâøèõ

ïðè áðîñàíèè òð¼õ ìîíåò¿. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà áîëüøå 1.
45. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Y �
�

� 5 0 4

0,2 0,3 0,5

�

:

46. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Z �

0

@
� 3 0 2
2
5

1
5

2
5

1

A :

47. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

X �

0

@
� 3 0 1 4
1
6

1
12

1
2

1
4

1

A :

à) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû2X + 3.
á) Íàéäèòå EX2.
â) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
ã) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 3X � 5.
48. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

X �
�

� 4 0 1 5

0,1 0,3 0,4 0,2

�

:

à) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû2X + 3.
á) Íàéäèòå EX2.
â) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
ã) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 0,5X � 5.
49. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî îðëîâ ïðè äâóêðàòíîì

áðîñàíèè ìîíåòû¿.
50. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî øåñò¼ðîê ïðè äâóêðàòíîì

áðîñàíèè êîñòè¿.
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51. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

1 3

� 2 0,1 0,3

0 0,2 0,1

3 0,1 0,2

Çàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
52. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

� 2 1 2

� 3 0,2 0,3 0,1

1 0,1 0 0,3

Çàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûY.
53. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ

X �

0

@
1 3
1
3

2
3

1

A , Y �

0

@
� 2 0 1
1
2

1
6

1
3

1

A :

Çàïèøèòå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíX è Y.
54. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ

X �
�

2 4

0,2 0,8

�

, Y �
�

� 1 1 2

0,4 0,5 0,1

�

:

Çàïèøèòå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíX è Y.
55. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Â ñóììå âûïàëî 9 î÷êîâ. Íàéäèòå

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå íà ïåðâîé
êîñòè¿ è ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå íà âòîðîé êîñòè¿;

56. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Èçâåñòíî, ÷òî âî âòîðîé ðàç âûïà-
ëî íà 2 î÷êà áîëüøå, ÷åì â ïåðâûé. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå â ïåðâûé ðàç¿ è ¾÷èñëî î÷êîâ,âûïàâøåå âî
âòîðîé ðàç¿.

57. Ìîíåòó áðîñèëè 4 ðàçà. Íàéäèòå:
à) êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî îðëîâ, âûïàâøèõ â ïåðâûé ðàç¿

è ¾îáùåå ÷èñëî âûïàâøèõ îðëîâ¿;
á) êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ýòèõ âåëè÷èí.

219



Çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, äëÿ ïðîâåðî÷íûõ è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ð àáîò

58. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâàæäû. Íàéäèòå:
à) êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ â ïåðâûé ðàç¿

è ¾ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ¿;
á) êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ýòèõ âåëè÷èí.
59. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

0 1 2

� 3 0,2 0,3 0,1

1 0,1 0 0,3

à) Íàéäèòå êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y.
á) ßâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìûìè?
60. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

0 1

� 2 0,2 0,1

0 0,1 0,3

2 0,2 0,1

à) Íàéäèòå êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX è Y.
á) ßâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíûX è Y íåçàâèñèìûìè?
61. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p= 0,3. Íàéäèòå:
à) EX; á) DX.
62. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p= 0,4. Íàéäèòå:
à) EX; á) DX.
63. Ìèõàèë ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîïàäåò â íå¼. Ïð è

ïîïàäàíèè ìèøåíü ïàäàåò. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì â ûñòðåëå ðàâíà0,6.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ìèõàèë ñäåëàåò íå áîëåå òðåõ âûñòðåëîâ.

64. Ñòðåëîê ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïðîìàõà. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ñäåëàåò íå
ìåíåå òðåõ âûñòðåëîâ.

65. ×èñëî ïîïûòîê îòïðàâèòü SMS ñ ìîáèëüíîãî òåëåôîíà èìååò ãåî ìåòðè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ìåñòíîñò è, ÷òîáû îòïðàâèòü
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SMS, íóæíî â ñðåäíåì 4,5 ïîïûòêè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî SMS áëàãîïî-
ëó÷íî îòïðàâèòñÿ ñ ïåðâîé æå ïîïûòêè.

66. ×èñëî ïîïûòîê îòïðàâèòü SMS ñ ìîáèëüíîãî òåëåôîíà èìååò ãåî ìåòðè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ìåñòíîñò è, ÷òîáû îòïðàâèòü
SMS, íóæíî â ñðåäíåì 6 ïîïûòîê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî SMS áëàãîïî-
ëó÷íî îòïðàâèòñÿ ñ ïåðâîé æå ïîïûòêè.

Ê ãëàâàì VIII è IX

67. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 6 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà
1
3

â îäíîì èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îäíîãî ýëåìåíòàðíî ãî ñîáûòèÿ, â êîòîðîì
ðîâíî 3 óñïåõà.

68. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 5 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà
1
4

â îäíîì èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îäíîãî ýëåìåíòàðíî ãî ñîáûòèÿ, â êîòîðîì
ðîâíî 2 óñïåõà.

69. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 8 èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé ýòîãî îïûòà áëàãîïðèÿòñòâóþò ïîÿâëåíèþ ðîâíî 6 óñïåõîâ?

70. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 7 èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé ýòîãî îïûòà áëàãîïðèÿòñòâóþò ïîÿâëåíèþ ðîâíî 4 óñïåõîâ?

71. Ìîíåòó áðîñàþò 6 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) ¾âûïàëî ÷åòûðå îðëà¿;
á) ¾âûïàëî íå ìåíåå òð¼õ îðëîâ¿.
72. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò4 ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ:
à) ¾øåñò¼ðêà âûïàëà ðîâíî äâà ðàçà¿;
á) ¾øåñò¼ðêà âûïàëà ìåíüøå äâóõ ðàç¿.
73. Â øêîëå ïðîèçâîäèòñÿ çàïèñü â áóäóùèé ïåðâûé êëàññ. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî î÷åðåäíîé ðåá¼íîê ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëü÷èêîì èëè äåâî÷êîé ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè. Íàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷ òî èç çàïèñàííûõ
76 äåòåé ðîâíî 38 äåòåé îêàæåòñÿ ìàëü÷èêàìè.

74. Ìîíåòó áðîñàþò 80 ðàç. Íàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
ðîâíî 40 ðàç âûïàäåò ðåøêà.

75. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ¾÷èñëî âûïàâøèõ øåñò¼ðîê ïðè100áðîñàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè¿.

76. Ñòðåëîê ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6 ïðè êàæäîì âûñòðåëå.
Íà òðåíèðîâêå ñòðåëîê äåëàåò50 âûñòðåëîâ. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî ïîïàäà íèé¿.

221



Çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, äëÿ ïðîâåðî÷íûõ è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ð àáîò

Ê ãëàâàì X�XIII

77. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[� 1; 1]. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � 0,56 X 6 2.

78. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [3; 6].
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 3,66 X 6 7.

79. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå[1; 4].
×åìó ðàâíà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè â òî÷êå: à) x0 = � 1, á) x0 = 2?

80. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå
[� 1; 3]. ×åìó ðàâíà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè â òî÷êå: à) x0 = 1, á) x0 = 4?

81. Äàí ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

0 x

y

1

0;1

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ: à) X 6 3; á) 26 X 6 5.
82. Äàí ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

0 x

y

1

0;1

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ: à) X 6 4; á) 16 X 6 5.
83. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèy= F (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ� 1,36 X6 1,3.
84. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèy= F (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ� 0,76 X6 0,7.
85. Âíåøíèé äèàìåòð ïîäøèïíèêà äîëæåí áûòü ðàâåí 25,4 ìì. Äîïóñòèìîå

îòêëîíåíèå ðàâíî 0,1 ìì. Îøèáêà èçìåðåíèÿ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî
ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 è ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 0,05ìì. Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ
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25,5ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äèàìåòð ïîäøèïíèêà íàõîä èòñÿ â ïðåäåëàõ
äîïóñòèìîãî.

86. Âíåøíèé äèàìåòð ïîäøèïíèêà äîëæåí áûòü ðàâåí 12,7 ìì. Äîïóñòèìîå
îòêëîíåíèå ðàâíî 0,1ìì. Äèàìåòð èçìåðÿþò øòàíãåíöèðêóëåì, Îøèáêà èçìåðåíèÿ
èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 è ñî ñòàíäàðòíûì
îòêëîíåíèåì 0,05 ìì. Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ 12,7 ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äèàìåòð ïîäøèïíèêà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî.

87. Ñðîê ñëóæáû ìîáèëüíîãî òåëåôîíà �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñ ïðåäåëåííàÿ
ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó. Ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû òåëåôîíà îïð åäåëåííîé ìîäåëè
36 ìåñÿöåâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåôîí ýòîé ìîäåëè ïîñëå ïîêóïêè
ïðîñëóæèò íå áîëåå 2 ëåò.

88. Ñðîê ñëóæáû ìîáèëüíîãî òåëåôîíà �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñ ïðåäåëåííàÿ
ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó. Ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû òåëåôîíà îïð åäåëåííîé ìîäåëè
30 ìåñÿöåâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåôîí ýòîé ìîäåëè ïîñëå ïîêóïêè
ïðîñëóæèò íå ìåíåå 3 ëåò.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 1
Âàðèàíò 1

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 5¿.

2. Â ñâåòèëüíèêå äâå îäèíàêîâûå ëàìïî÷êè, ðàáîòàþùèå íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâàÿ ëàìïî÷êà ïåðåãîðèò â òå÷åíèå ìåñÿöà, ðàâíà0,06.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó ìåñÿöà õîòÿ áû îäíà ëàì ïî÷êà áóäåò ðàáîòàòü.

3. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �
�

� 3 � 1 0 1 3

0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

�

:

Íàéäèòå:
à) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X > 0,3;
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
â) äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
4. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

� 2 0

� 3 0,3 0,2

� 2 0,18 0,12

1 0,12 0,08
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à) Çàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Ïðîâåðüòå, íåçàâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y.
5. Ïðè îòïðàâêå SMS òåëåôîí àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïðèíèìàåò íåñê îëüêî ïîïû-

òîê äî òåõ ïîð, ïîêà èíôîðìàöèÿ íå áóäåò ïåðåäàíà áåç èñêàæåí èé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âåðîÿòíîñòü îòïðàâêè SMS ñ îäíîé ïîïûòêè ðàâíà 0,6. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äëÿ îòïðàâêè SMS ïîòðåáóåòñÿ:

à) äâå ïîïûòêè; á) íå áîëåå òð¼õ ïîïûòîê.
6*. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàëè äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà âûïàâøè õ î÷êîâ

íå ñòàëà ðàâíà3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíî 3 áðîñêà.

Âàðèàíò 2

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 7¿.

2. Â ñâåòèëüíèêå äâå îäèíàêîâûå ëàìïî÷êè, ðàáîòàþùèå íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâàÿ ëàìïî÷êà ïåðåãîðèò â òå÷åíèå ìåñÿöà, ðàâíà
0,08. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó ìåñÿöà ïåðåãîðÿò îáå ëàìïî÷êè.

3. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �
�

� 4 � 2 0 2 4

0,1 0,3 0,2 0,3 0,1

�

:

Íàéäèòå:
à) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X 6 1,8;
á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
â) äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
4. Äàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Y
X

� 2 0

� 3 0,06 0,14

� 2 0,06 0,24

1 0,18 0,32

à) Çàïèøèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.
á) Ïðîâåðüòå, íåçàâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y.
5. Ïðè ïîëó÷åíèè íåáîëüøîãî ôàéëà èç Èíòåðíåòà êîìïüþòåð àâòî ìàòè÷åñêè

ïðåäïðèíèìàåò íåñêîëüêî ïîïûòîê äî òåõ ïîð, ïîêà ôàéë íå áóä åò ïîëó÷åí áåç
èñêàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ôàéëà ñ îäíîé ïîïûòêè
ðàâíà 0,7. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôàéëà ïîòðåáó åòñÿ:
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à) òðè ïîïûòêè; á) íå áîëåå äâóõ ïîïûòîê.
6*. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàëè äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà âûïàâøè õ î÷êîâ

íå ñòàëà ðàâíà3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíî 2 áðîñêà.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 2

Âàðèàíò 1

1. Ïðîâîäèòñÿ 5 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0,3 â êàæäîì
èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî 3 èñïûòàíèÿ çàêîí÷àòñÿ óñïåõîì.

2. Ñîöèîëîãè÷åñêèì îïðîñîì óñòàíîâëåíî, ÷òî çà êàíäèäàòà À. â ìýðû áîëü-
øîãî ãîðîäà íà âûáîðàõ ñîáèðàåòñÿ ïðîãîëîñîâàòü 10% âñåõ èçáèðàòåëåé. Íà
íåêîòîðîì ó÷àñòêå ïðîãîëîñîâàëî 900 èçáèðàòåëåé. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî ï ðîãîëîñîâàâøèõ çà
êàíäèäàòà À. íà ýòîì ó÷àñòêå¿.

3. Ïðè èçìåðåíèè äëèíû îòðåçêà ëèíåéêîé â ìèëëèìåòðàõ ñëó÷àéí àÿ ïîãðåø-
íîñòü èçìåðåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå îò � 0,5äî 0,5 ìì. Ðåçóëüòàò
èçìåðåíèÿ ïîêàçàë 62 ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñòèííàÿ äëèíà îòðåçêà
çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò61,9äî 62,3ìì.

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîëü-
çóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèy= F (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿjXj > 2,1.

5. Äàí ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

0 x

y

1

0;1

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X 6 3.
6*. Ñðîê èñïðàâíîé ðàáîòû òåëåâèçîðà èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû òåëåâèçîðà äàííîé ìîäåëèðàâåí8 ëåò. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð ýòîé ìîäåëè, ïðîñëóæèâøèé óæå ãîä, ïðîñëóæèò
äî ïåðâîãî ðåìîíòà íå áîëåå 2 ëåò.
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Âàðèàíò 2

1. Ïðîâîäèòñÿ 4 èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0,4 â êàæäîì
èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî 2 èñïûòàíèÿ çàêîí÷àòñÿ óñïåõîì.

2. Ñîöèîëîãè÷åñêèì îïðîñîì óñòàíîâëåíî, ÷òî çà êàíäèäàòà Ï. â ìýðû áîëü-
øîãî ãîðîäà íà âûáîðàõ ñîáèðàåòñÿ ïðîãîëîñîâàòü 20% âñåõ èçáèðàòåëåé. Íà
íåêîòîðîì ó÷àñòêå ïðîãîëîñîâàëî 1600 èçáèðàòåëåé. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ¾÷èñëî ïðîãîëîñîâàâøèõ
çà êàíäèäàòà Ï. íà ýòîì ó÷àñòêå¿.

3. Ïðè èçìåðåíèè óãëà òðàíñïîðòèðîì ñëó÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü èç ìåðåíèÿ ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå îò � 0,5� äî 0,5� . Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ íåêîòîðîãî
óãëà54� . Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñòèííàÿ âåëè÷èíà óãëà îò53,8� äî 54,4� .

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîëü-
çóÿñü òàáëèöåé ôóíêöèèy= F (x), íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿjXj > 1,5.

5. Äàí ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

0 x

y

1

0;1

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X > � 1.
6*. Ñðîê èñïðàâíîé ðàáîòû êîìïüþòåðà èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñï ðåäåëåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíèé ñðîê ñëóæáû êîìïüþòåðà äàííîé ìîäåëè ðàâåí 6 ëåò.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìïüþòåð ýòîé ìîäåëè, ïðîñë óæèâøèé óæå äâà
ãîäà, ïðîñëóæèò äî ïåðâîãî ðåìîíòà åùå íå ìåíåå 3 ëåò.

Èòîãîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Âàðèàíò 1

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ìåíüøå 5¿.

2. Ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 5 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0,2
â êàæäîì èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî 4 èñïûòàíèÿ çàêîí÷àòñÿ
óñïåõîì.
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3. Îäèíàêîâûå àâòîðó÷êè íåêîòîðîé ìîäåëè âûïóñêàþò äâå ôàáðè êè. Ïåðâàÿ
ïðîèçâîäèò 40% âñåõ ðó÷åê, âòîðàÿ �� îñòàëüíûå. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè àâòîðó÷åê,
ïîñòóïèâøèõ â ïðîäàæó ñ ïåðâîé ôàáðèêè, â ñðåäíåì 2% áðàêîâàííûõ, à ñðåäè
ðó÷åê, ïîñòóïèâøèõ ñî âòîðîé ôàáðèêè, â ñðåäíåì 3% áðàêîâàííûõ. Íàéäèòå âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ àâòîðó÷êà ýòîé ìîäå ëè áóäåò áðàêîâàííîé.

4. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �
�

� 1 0 1 2 3

0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

�

:

Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
5. Äèàìåòð öèëèíäðà íåêîòîðîãî àâòîìîáèëüíîãî äâèãàòåëÿ äîë æåí áûòü ðàâåí

79 ìì. Äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 0,04 ìì â òó èëè â äðóãóþ ñòîðîíó.
Äèàìåòð èçìåðÿþò ñïåöèàëüíûì ïðèáîðîì. Îøèáêà èçìåðåíèÿ è ìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 è ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 0,01 ìì.
Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ78,98ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äèàìåòð öèëèíäðà
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî.

6*. Ìîíåòó áðîñèëè 10 ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî8 ðàç âûïàë îð¼ë. Íàéäèòå ïðè ýòîì
óñëîâèè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ5 áðîñêîâ ðîâíî 3 ðàçà âûïàë îð¼ë.

Âàðèàíò 2

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ áîëüøå 8¿.

2. Ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 4 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0,8 â êàæ-
äîì èñïûòàíèè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî 3 èñïûòàíèÿ çàêîí÷àòñÿ óñïåõîì.

3. Îäèíàêîâûå òåëåâèçîðû íåêîòîðîé ìîäåëè âûïóñêàþò äâà çàâî äà. Ïåðâûé
ïðîèçâîäèò 70%âñåõ òåëåâèçîðîâ, âòîðîé �� îñòàëüíûå. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäèòåëå-
âèçîðîâ, ïîñòóïèâøèõ â ïðîäàæó ñ ïåðâîãî çàâîäà, â ñðåäíåì 1% áðàêîâàííûõ,
à ñðåäè òåëåâèçîðîâ, ïîñòóïèâøèõ ñî âòîðîãî çàâîäà, â ñðåäíåì 2% áðàêîâàííûõ.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé òåëåâèçî ð ýòîé ìîäåëè îêà-
æåòñÿ êà÷åñòâåííûì.

4. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

X �
�

� 4 � 3 � 2 � 1 0

0,1 0,3 0,2 0,3 0,1

�

:

Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
5. Äèàìåòð öèëèíäðà íåêîòîðîãî àâòîìîáèëüíîãî äâèãàòåëÿ äîë æåí áûòü ðàâåí

81 ìì. Äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 0,04 ìì â òó èëè â äðóãóþ ñòîðîíó.
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Äèàìåòð èçìåðÿþò ñïåöèàëüíûì ïðèáîðîì. Îøèáêà èçìåðåíèÿ è ìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 è ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 0,01 ìì.
Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ81,03ìì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äèàìåòð öèëèíäðà
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî.

6*. Ìîíåòó áðîñèëè 10 ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî îðåë âûïàë7 ðàç. Íàéäèòå ïðè ýòîì
óñëîâèè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ6 áðîñêîâ ðîâíî 4 ðàçà âûïàë îð¼ë.
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;

P(U [ V) =
5
9.
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83. á) 9; â) 27; ã)
3
4; ä)

1
4; å)

1
4; 86. á) A è C; ã) âåðíî; ä) âåðíî; å) 0;

æ) íå âåðíî.
87. à)

�
îäèí ïèðîæîê êóïèë ó÷èòåëü, îäèí ó÷àùèéñÿ g;

á) f ëèáî ó÷èòåëü êóïèë äâà ïèðîæêà, ëèáî îäèí ïèðîæîê ó÷èòåëü è îäèí ��
ó÷àùèéñÿg.

88. 8. 89. à) 0,6; á) 0,15; â) 0,87; ã)
1
2; ä) 1 � p.

92. à) Äà; á) íåò; â) äà; ã) äà; ä) íåò; å) äà.

93. à) P( ¯̄A) =
5
6; á) P( ¯̄A) =

1
2; â) P( ¯̄A) =

2
3.

94. à)
35
36; á)

35
36; â)

11
12; ã)

11
12.

95. à) 10; á)0,4; â) ¾âûáðàí ìàëü÷èê¿; ã)0,6.

96. à)
15
16; á)

5
16; â)

5
16; ã)

3
8.

97. à) ¾âûáðàíà õîòÿ áû îäíà äåâî÷êà¿; á) ¾âûáðàíû ó÷åíèêè ðàçíûõ ïîëîâ¿.
98. à) ¾â òå÷åíèå ãîäà íè îäíà íå ïåðåãîðèò¿;
á) ¾â òå÷åíèå ãîäà ïåðåãîðèò 0, 1, 3, 4 èëè 5 ëàìïî÷åê¿;
â) ¾ïåðåãîðèò íå áîëåå òð¼õ ëàìïî÷åê¿;
ã) ¾ïåðåãîðèò íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ëàìïî÷åê¿.
101. à) Íåò; á) ¾ñðåäè âûáðàííûõ ëèáî 2 äåâóøêè, ëèáî 2 þíîøè¿.

103. à) P(A\ B) =
1
6; á) P(A\ B) =

1
6; â) P(A\ B) =

1
6; ã) P(A\ B) =

1
6.

104. á) P(A\ B) =
1
9. 110. à) 4; á) 6; â) 12. 111. à) 2; á) 4; â) 4.

112. à) B\ ¯̄A; á) A[ B. 113. à) (A\ ¯̄B) [ ( ¯̄A \ B); á) A[ B[ (A\ B).

120. à) Äà; á)
2
3.

121. à) Íåò; á) ¾âûïàëî ëþáîå ÷èñëî, êðîìå 5¿; â) 5
6.

122. à) Íåò; á) íåò; â) äà. 127. à) 1; á)0,8. 128. à) 0,5; á) 0,3.
129. à) Íåò; á) äà. 131. 0,1. 132. 0,8. 133. 0,3. 134. à) Íå ìîãóò; á) 0,06.
135. à) 0,7; á) 0,69; â) 2 � (a + b); ã) (a+ b)2.
136. à) Íåò; á) äà; â) íåò; ã) íåò; ä) äà. 137. à) 0,98; á) 0,02; â) 0,18; ã) 0,26.
138. à) 0,84; á) 0,16; â) 0,24; ã) 0,48. 139. à) 0,98; á) 0,02; â) 0,08; ã) 0,18.
140. à) 2p(1 � p); á) p(1 � p); â) (1 � p)2.

Ê ãëàâå III

142. à) 1
9; á) 1

3; â) 1
4. 143. à) 0,8; á) 0,5. 144. à) 3

7; á) 4
7.

145. à) 1
3; á) 1

2; â) 1
6. 146*. à) 0,5; á) 0,75; â) 0. 147. à) 1

4; á) 5
9; â) 3

2 �
p

2.

148. à)
1
5; á)

2
5. 149. à) 0,6; á) 0,6; â) 0,3. 150. 0,485.
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151. à) 0,34; á) 0,6. 152. 0,84. 153. 0,07. 154. 0,026. 155.
4
15.

156. Ïðèáë. 0,01. 157. 0,0196. 158. Íåò; p. 160. 1. 161. 0,0009.

162. à)
7
18; á)

4
9; â)

5
6; ã)

11
18; ä) 0. 163. à)

2
3; á)

5
12; â)

3
4; ã)

1
3; ä)

1
3.

164. à)
1
20; á) Íåò. 165. 0,86. 166. à) 0,973; á) 0,441; â) 0,91.

167. à) 0,49; á) 0,343; â) 0,343; ã) 0,7. 168. á) 0,822. 169. 4
9. 170. 1

4.

171. 0,18. 172.
1
6. 173. à)

1
9; á)

5
18; â)

1
3; ã) 0. 174. à)

1
2; á)

1
3.

175. 0,028. 176. 0,9812. 177.
3
4. 178.

1
8.

179. à) A\ B; á) 10� 10; â) 10� 5; ã) 105. 180. 0,9975. 181. 1
16. 182. 0,0243.

183. 0,343. 184. 0,82. 185. 0,504. 186. 0,271. 187.
2
3. 188.

1
2.

189. à) 0,384; á) 0,32; â) 0,64. 190.
49
216. 191*. à)

1
49; á)

12
49; â)

36
49.

Ê ãëàâå IV

192. à) 0,1,2; á) 0,25; â)
k 0 1 2

p 0,25 0,5 0,25

193. â)
k 0 1 2 3

p 0,125 0,375 0,375 0,125

194. à) 1,4,9,16,25,36; á) 1
6.

195. à)
X 1 2 3 4 5 6

p
1
36

3
36

5
36

7
36

9
36

11
36

á)
Y 1 2 3 4 5 6

p
11
36

9
36

7
36

5
36

3
36

1
36

â)
S 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p
1
36

1
18

1
12

1
9

5
36

1
6

5
36

1
9

1
12

1
18

1
36

ã)
T � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 0 1 2 3 4 5

p
1
36

1
18

1
12

1
9

5
36

1
6

5
36

1
9

1
12

1
18

1
36
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ä)
M 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30 36

p
1
36

1
18

1
18

1
12

1
18

1
9

1
18

1
36

1
18

1
9

1
18

1
36

1
18

1
18

1
18

1
36

1
18

1
36

196. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. 197. à) 0, 1, 2, ..., 26. 200. à) 0,1,2; á) 0,5.

201. à) 0, 1, 2,3; á) ïðèáë. 0,167. 202. à) 0, 1, 2, ..., 25; á) íåò. 203.
1
2. 204.

1
12.

207. à) � 11, � 8, � 6, � 5, � 4, � 3, � 2, � 1, 1; á) � 24, � 9, � 3, 0, 2, 6, 10, 16.
208. à) � 1, 0, 1, 2, 3; á)� 2, � 1, 0, 1, 2; â)� 2, � 1, 0, 2, 3, 4; ã)� 2, 0, 2, 4; ä)� 2,

� 1, 0, 1, 2; å)� 1, �
1
2, �

1
3,

1
3,

1
2, 1.

209. 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 90, 120 (òûñ. ðóá.).
210. Öåëûå ÷èñëà îò 2 äî 12. 212. 0,2. 213. à) (X = � 1) [ (X = 0) [ (X = 2).
214. à) 0; á)0,25; â) 0,55.

215. à)
�

3 4 5 6 7

0,1 0,25 0,3 0,25 0,1

�

; á)
�

1 3 5 7 9

0,1 0,25 0,3 0,25 0,1

�

;

â)
�

25 26 27 28 29

0,1 0,25 0,3 0,25 0,1

�

; ã)
�

� 4 � 2,5 � 1 0,5 2

0,1 0,25 0,3 0,25 0,1

�

.

216. à)
�

0 1 2 3 4 5

0,328 0,41 0,205 0,05 0,007 0

�

; á) 0,738; â) 0,262.

217.
�

0 1

0,5 0,5

�

. 218.
�

0 1 2

0,25 0,5 0,25

�

.

219. à)

0

@
0 1 2 3 4
1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

1

A ; á)
5
16; â)

15
16; ã)

5
8. 220. á)

1
2; â)

19
36; ã)

19
36.

221*. P(x= k) =
Ck

10C
4� k
15

C4
25

, ãäåk= 0, 1, 2, 3, 4.

223.

0

@
0 1 2 3 4
7
36

7
36

2
9

7
36

7
36

1

A

224. à) ïðèáë. 0,9997; á) ïðèáë. 0,997; â) ïðèáë. 0,985; ã) ïðèáë. 0,943.

226. à)
�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,300 0,210 0,147 0,103 0,072 0,050 0,035 0,025 0,017 0,012

�

;

á) ïðèáë. 0,832; â) ïðèáë. 0,118.

227. 9. 228. à) 0,8; á) 0,7; â) p. 229. à) 2,1; á) 0,55.

230. à) 2; á)� 0,5. 231. 7,5. 232. Ñì. ïðèìåð 14 íà ñ. 85. 233. à)
1
2; á) 1.

234. à) 7,5; á) 7,85. 235. à) 3; á) 10. 236.
161
36 . 237. 1,54.
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238*. à) Íåò; á) äà. 241. 960. 242. 78. 243. à) 523; á) 619; â) 10; ã) 170.
244. EX = 15,5; EY= 4,5. 245. à)Y = 1,8X + 32; á) 69,8� F.

246. à Y = 1
1,609X; á) ïðèáë. 52,52ìèëü/÷. 247. ïðèáë. 75 êã.

248. à) 7; á)
35
18; â)

161
36 ; ã)

91
36. 249. 3,5N. 250. à) 1,5; á)

29
9 ; â) 0,61.

251. à) 4,96; á) ïðèáë. 0,0108; â) 4,8.

252. à)

0 x

y

1

1
4

1
2

; á)
1
2. 253. à) 4; á) 4. 254. 4.

257. à)
35
6 ; á)

665
324; â)

2555
1296; ã)

2555
1296. 258. à)

35
12N. 259. Ïðèáë. 4,45.

260. 0,05. 261. à) 32; á) 8; â) 32; ã) 2. 262. à) 75; á)0,75; â) 12; ã) 3.
263. à) 1,72; 0,0036; á) ïðèáë. 68; ïðèáë. 5,6.
264. Ïðèáë. 1,61; ïðèáë. 0,001.
265. Ïðèáë. 0,08; ïðèáë. 0,28.
266. 930,25; 30,5.
267. Ïðèáë. 1,55; ïðèáë. 1,24. 268.a= � 2,5; b= 5.

Ê ãëàâå V

269. à) 0;1; á)

Y
X

0 1

0
1
4

1
4

1
1
4

1
4

270. à) X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,1; Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2;

á)

Y
X

0 1 2

0
1
4

1
4

0

1 0
1
4

1
4

271. à) X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,1; Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2,3; á)

Y
X

2 3

0
1
4

1
4

1
1
4

1
4

272. à) 0,25; á) 0,4; â) 0,4; ã) 0,3.
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273. à) 0; 1; 2; á)

Y
X

0 1 2

0
4
9

2
9

1
36

1
2
9

1
18

0

2
1
36

0 0

274.

Y
X

0 1 2

0 0 0 1/4

1 0 1/2 0

2 1/4 0 0

275.

Y
X

0 1 2 3

0 0 0 0
1
8

1 0 0
3
8

0

2 0
3
8

0 0

3
1
8

0 0 0

276. à) X �
�

1 2 3 4

0,4 0,2 0,2 0,2

�

, Y �
�

1 2 3

0,25 0,35 0,4

�

;

á) X �
�

� 2 � 1 1 2

0,2 0,24 0,27 0,29

�

, Y �
�

1 3 5 7

0,28 0,19 0,27 0,26

�

;

â) X �
�

0,5 1,5 2,5 3,5

0,29 0,29 0,21 0,21

�

, Y �
�

� 1 � 0,5 0,5 1

0,3 0,2 0,22 0,28

�

.

277. à) X �
�

1 3

0,3 0,7

�

, Y �
�

� 1 0 3

0,1 0,4 0,5

�

;

á) X �
�

� 6 � 3

0,4 0,6

�

, Y �
�

0 2 4

0,4 0,2 0,4

�

;

â) X �

0

@
x1 x2 x3

1
9

2
9

2
3

1

A , Y �

0

@
a b
7
9

2
9

1

A .

278.

Y
X

4 5 6

4 0 0
1
6

5 0
1
6

1
6

6
1
6

1
6

1
6

X �

0

@
4 5 6
1
6

1
3

1
2

1

A , Y �

0

@
4 5 6
1
6

1
3

1
2

1

A
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279.

Y
X

4 5 6

1 0 1/3 1/6

2 1/6 0 1/3

X �

0

@
1 2
1
2

1
2

1

A , Y �

0

@
4 5 6
1
6

1
3

1
2

1

A

280. à)

 
1 2 3 4

0,3 0,3 0,2 0,2

!

; á)
�

� 1 0 1 2

0,1 0,4 0,4 0,1

�

; â)
�

0 1 2 4

0,4 0,2 0,2 0,2

�

.

281. à)

0

@
2 3 4 5 6 7
1
9

5
36

2
9

1
4

1
6

1
9

1

A ; á)

0

@
1 2 3 4 5 6
1
12

1
6

7
36

2
9

2
9

1
9

1

A ;

â)

0

@
� 5 � 4 � 3 0 6 8 10
1
9

1
18

1
9

13
36

1
12

1
6

1
9

1

A .

282. à) 0,9; á) 1,2; â) 5,32. 283. à) 10,5; á) 28; â) 350. 284. 5.
285. à)

n
6; á)

n
6; â) 3,5n. 286. à) 760,5; á) 253,5. 287. 79.

289. à) X + Y �
�

2 3 4 5

0,1 0,4 0,4 0,1

�

; á) XY�
�

1 2 3 4 6

0,1 0,4 0,1 0,3 0,1

�

; â) � 0,04.

290. à) 1; á)0,69; â) 1,09. 291. à) 3,4; á) 0,21; â) 0,84.
292. à) � 0,08; á) 0,3176; â) � 0,13. 293. à) 12; á) 8; â)� 12; ã) � 24.
294. à) 9; á) 4; â) 0.

Ê ãëàâå VI

297. Çàâèñèìû.
298. à) 0,9; á) � 0,15; â) DX = 1, DY = 0,3475; ã) ïðèáë. � 0,254.
299. à) 0,24; á) 0; â)DX = 0,24, DY = 2,44; ã) 0.
300. � 1. 301. Âåðíî.
302. Óêàçàíèå:Ðàññìîòðèòå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ � 1,
0, 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, è âåëè÷èíó Y = X2.

303. 0; 0. 304. Êîâàðèàöèÿ 35
12, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè 1

p
2

.

305. à) �
35
12, � 1; á) � 2, � 1; â) 1,25, 1.

Ê ãëàâå VII

306. à) 1,25; á) 0,3125. 307. á) 2; â) 2. 308. á) 6; â) 30. 309.
10
3 .

310. Ïðèáë. 8 ëåò è 4 ìåñÿöà.
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Ê ãëàâå VIII

311. 540. 312. 1 728 000. 313. à) 81; á) 45; â) 54; ã) 36.
314. à) 450; á) 648; â) 450; ã) 90; ä) 360; å) 450; æ) 84.315. 6.

317. à) 6; á) 10; â) 28; ã) 66; ä)
n(n � 1)

2 . 318. à) 20; á) 324; â)
n(n � 3)

2 .
319. 42. 320. 28. 321. à) 12; á) 12. 322. à) 12; á) 24; â) 7. 323. 24.
324. 512. 325. 6. 326. 24. 327. 4096. 328.8 � 106. 329.260.
330. à) 2128; á) 39. 331. à) 2187; á)77; â) n7.

332. à) 2184; á)823536; â) n7 � n. 333*. n7 � n
7 .

334*. Óêàçàíèå: ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü ëîøàäîê â çàäà÷å 333, î÷åâèäíî, öåëîå.
335. 720. 337. 5040. 338. à) 33!; á) 26!. 339. 21531121920. 340. 24.
341. 6. 342. 40320. 343. à) 1; á) 1; â)n; ã) n.
345. à) 15 è 15; á) 35 è 35; â) 84 è 84. 348. 35.
349. à) 4; á) 10; â) 56; ã) 220; ä)C3

n. 350. Ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.
351. à) 6; á) 10; â) 28; ã) 66; ä)C2

n. 353. à) 15; á) 126; â) 495; ã) 1365; ä)C4
n.

354. 210. 355. 120. 356. à) 6; á) 10; â) 15; ã) 36; ä)
n(n � 1)

2 . 357. 53130.
358. 210. 359. 126.
360. à) 10; á) 5; â) 15; ã)óêàçàíèå: åñëè ñëîæèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü
÷åòûð¼õ ÷¼ðíûõ âîðîí è ÷åòûð¼õ âîðîí, ñðåäè êîòîðûõ åñòü áåëàÿ, ïîëó÷èòñÿ
îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷åòûð¼õ âîðîí; ïîýòîìó ñóììà ä âóõ ïåðâûõ ÷èñåë
ðàâíà òðåòüåìó.
361. à)C44

99; á) C45
99; â) C45

100. 363*. 176400. 364*. 36. 365*. 55.
366*. 91. 367*. à) 322560; á) (Ck

n)2 � k!. 369. à) 20, 28, 126, 210; á) 16; â) 0.
370. à) 165; á) 792; â) 495; ã) 220. 371. à) 1287; á) 715.
373. à) 1; á) 5; â) 10; ã) 10; ä) 5; å) 1. 374.Ck

n. 375. à) 1; á) 1.
376. à) 8; á) 16.
377. à) x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1;
á) y4 + 8y3 + 24y2 + 32y+ 16;
â) x4 + 4x3y+ 6x2y2 + 4xy3 + y4;
ã) x7 + 7x6y+ 21x5y2 + 35x4y3 + 35x3y4 + 21x2y5 + 7xy6 + y7.
380*. 2.
382. à x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1;
á) y6 � 6y5 + 15y4 � 20y3 + 15y2 � 6y+ 1;
â) z4 + 8z3 + 24z2 + 32z+ 16;
ã) m7 � 14m6 + 84m5 � 280m4 + 560m3 � 672m2 + 448m� 128.

383. 1. 384*. 1.
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Ê ãëàâå IX

385. ÓÓÓ, ÍÓÓ, ÓÍÓ, ÓÓÍ, ÍÍÍ, ÍÍÓ, ÍÓÍ, ÓÍÍ.
386. à) 16; á) 32. 387. ÓÓÓÍÍ, ÓÓÓÍÓ, ÓÓÓÓÍ, ÓÓÓÓÓ.

389.
×èñëî óñïåõîâ 0 1 2 3 4

×èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

1 4 6 4 1

391. à)
3
4; á) 0,98; â)

5
7; ã) 0,17.

392. à) 0,25; á) 1
16; â) 329

430 ; ã) 328

430 .

393. à) ÓÓÍÍ, ÓÍÓÍ, ÓÍÍÓ, ÍÓÓÍ, ÍÓÍÓ, ÍÍÓÓ.
394. à) 28; á) 28; â) 56; ã) 56. 395. à) 1; á) 10; â) 35; ã) 84; ä)C3

n.
396. Ïîðîâíó. 397. à) 4; á) 6; â) 8; ã) 11; ä)m.
399. à) C2

n + C3
n; á) C0

n + C1
n + C2

n + C3
n + C4

n + C5
n; â) C4

n + C6
n + C9

n;
ã)Cn

n + Cn� 1
n + Cn� 2

n + Cn� 3
n ; ä) îòâåò òîò æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

400*. à) 134; á) 134. 401. à)
3
8; á)

1
4; â)

1
4; ã)

1
16.

402. à)
1
8; á)

5
16; â)

35
128; ã)

21
128; ä)

7
32; å)

C3
n

2n .
403. à) Ïðèáë. 0,054; á) ïðèáë. 0,0006; â) ïðèáë. 0,402; ã) ïðèáë. 0,00002;
ä) ïðèáë. 0,201; å) ïðèáë. 0,335.
404. à) 0,1792; á) 0,5248; â) 0,8704; ã) 0,9744.

405. à)
40
243 � 0,165; á)

10
243 � 0,041; â)

192
243 � 0,790; ã)

131
243 � 0,539.

406. à)
5
16 = 0,3125; á)

25
32 � 0,781; â)

15
32 � 0,469; ã)

1
2; ä)

1
2; å)

15
32 � 0,469.

408. 10. 409. á. 410. 35. 411. à) 40; á) 20. 412. 4. 413. 0,45.

415. Óâåëè÷èâàåòñÿ. 416. npq. 417.
1
2. 418. 22,75, ïðèáë. 4,77.

419. à) 3000; á) 1875. 420. à) 21; á) 210; â) 525. 421*. p= 1
2.

Ê ãëàâå XI

422.

0 x

y

� 2 2

1
4

423. à) 0,5; á) 1; â)0,5; ã) 0,75. 424.
1
6. 425. à) 0,3; á) 0,3; â) 0,5; ã) 0,2.
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Ê ãëàâå XII

426. à) Ïðèáë. 0,9544; á) ïðèáë. 0,6826; â) ïðèáë. 0,9974; ã) ïðèáë. 0,4772.
427. à) Ïðèáë. 0,0792; á) ïðèáë. 0,6913; â) ïðèáë. 0,018; ã) ïðèáë. 0,4974.
428. à) Ïðèáë. 0,0088; á) ïðèáë. 0,0997; â) ïðèáë. 0,8953; ã) ïðèáë. 0,3925.
429. à) Ïðèáë. 0,1587; á) ïðèáë. 0,3821; â) ïðèáë. 0,3446; ã) ïðèáë. 0,4404.
430. à) Ïðèáë. 0,9772; á) ïðèáë. 0,1587; â) ïðèáë. 0,5986; ã) ïðèáë. 0,9112.
431. à) Ïðèáë. 0,3174; á) ïðèáë. 0,0456; â) ïðèáë. 0,0027; ã) ïðèáë. 0,9891.
432. à) Ïðèáë. 0,6247; á) ïðèáë. 0,4772; â) ïðèáë. 0,2295; ã) ïðèáë. 0,6912.
433. à) Ïðèáë. 0,0228; á) ïðèáë. 0,0624; â) ïðèáë. 0,2182; ã) ïðèáë. 0,8643.
434. à) 0,5; á) ïðèáë. 0,0014; â) ïðèáë. 0,7351; ã) ïðèáë. 0,0669.
435. à) Ïðèáë. 0,6915; á) ïðèáë. 0,1587; â) ïðèáë. 0,2778; ã) ïðèáë. 0,5485.
437. à) Ïðèáë. 0,3174; á) ïðèáë. 0,0455; â) ïðèáë. 0,1336; ã) ïðèáë. 0,0124;
ä) ïðèáë. 0,0027.
438. à) Ïðèáë. 0,9876; á) ïðèáë. 0,0062; ã) ïðèáë. 0,3829.
439. Ïðèáë. 0,0228.
440. Ïðèáë. 0,8413.

Ê ãëàâå XIII

441. à) p(x) =

8
<

:

0, ïðè x6 0,

1
4e� x

4 , ïðè x> 0:
; á) ïðèáë. 0,2865.

442. á) Ïðèáë. 0,5654.
443. Óêàçàíèå.Ðàññìîòðèòå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, î êîòîðûõ ðàññóæäàåò
Âàñèëèé Ïåòðîâè÷.

Çàäà÷è äëÿ ïîâòîðåíèÿ, ïðîâåðî÷íûõ
è ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò

1. Íåïðåðûâíîå. 2. Äèñêðåòíîå. 3. 0,8. 4.
2
9.

5. ÎÎÐÐ, ÎÐÎÐ, ÎÐÐÎ, ÐÎÎÐ, ÐÎÐÎ, ÐÐÎÎ.

6. ÎÎÎÎ, ÎÎÎÐ, ÎÎÐÎ, ÎÐÎÎ, ÐÎÎÎ. 7.
5
18. 8.

44
45. 9.

5
36. 10.

5
9.
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11.

A B

W

. 12.

A B

W

.

13. (1, 1); (1, 3); (1, 5); (2, 1); (2, 3); (3, 1); (3, 3); (4, 1); (5, 1).

14. (1, 1); (1, 2); (1, 3); (1, 4); (3, 1); (3, 2). 15. a) 7
20; á) 1

4. 16. a) 1
5; á) 4

15.

17. 0,47. 18. 0,812. 19. Òðè. 20. Äâà. 21.
2
3. 22.

1
3. 23. 0,5. 24.

0,75. 25. Åñëè áû ñîáûòèÿ áûëè íåçàâèñèìûìè, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîôå
çàêîí÷èòñÿ â îáîèõ àâòîìàòàõ, ðàâíÿëàñü áû0,3� 0,3= 0,096= 0,13.

26. 0,96. 27. à) 0,032; á) 0,16. 28. à) 0,21; á) 0,7. 29. 18
343. 30. 108

343.

31. 3
4. 32. 3

7. 33. à) 0,99; á) 1
3. 34. à) 0,016; á) ïðèáë. 0,598. 35. 0,35.

36. 0,48. 37. 1, 10 è 13.38. � 3, 1 è 7. 39. � 2, � 1, 0, 1, 3. 40. 2, 3, 4, 5, 6.

41. 0,7. 42. 0,4. 43.

0

@
0 1 2 3
1
8

3
8

3
8

1
8

1

A ; 0,5. 44.

0

@
0 1 2 3
1
8

3
8

3
8

1
8

1

A ; 0,5.

45. 1. 46. �
2
5. 47. à) 5; á) 6; â) 5; ã) 45. 48. à) 5; á) 7; â) 6; ã)1,5. 49. 0,5.

50.
5
18. 51.

�
� 2 0 3

0,4 0,3 0,3

�

. 52.
�

� 2 1 2

0,3 0,3 0,4

�

.

53.

Y
X

� 2 0 1

1
1
6

1
18

1
9

3
1
3

1
9

2
9

54.

Y
X

� 1 1 2

2 0,08 0,1 0,02

4 0,32 0,4 0,08

55. � 1. 56. 1. 57. à) 0,25; á) 1
2. 58. à) 35

12; á) 1
p

2
. 59. à) 0,64; á) íåò.

60. à) 0; á) íåò. 61. a)
10
3 ; á)

70
9 . 62. a) 2,5; á) 3,75. 63. 0,936. 64. 0,64.

65. 2
9. 66. 1

6. 67. 8
729. 68. 27

1024. 69. 28. 70. 35. 71. a) 15
64; á) 21

32.

72. a)
25
216; á)

125
144. 73.

1
276C38

76. 74.
1

280C40
80. 75.

50
3 è

5
p

5
3 . 76. 30 è 2

p
3.

77. 0,75. 78. 0,8. 79. à) 0; á)
1
3. 80. à) 0,25; á) 0. 81. à) 0,35; á) 0,65.

82. à) 0,75; á) 0,6. 83. Ïðèáë. 0,8064. 84. Ïðèáë. 0,516. 85. Ïðèáë. 0,5. 86.

Ïðèáë. 0,95. 87. 1 � e� 2
3 � 0,49. 88. e� 6

5 � 0,3.
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Îòâåòû ê çàäàíèÿì êîíòðîëüíûõ ðàáîò

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 1

Âàðèàíò 1. 1.
1
9. 2. 0,9964. 3. à) 0,3; á) 0; â)2,2.

4. à)
�

� 3 � 2 1

0,5 0,3 0,2

�

; á) íåçàâèñèìû. 5. à) 0,24; á) 0,936. 6.
1
49.

Âàðèàíò 2. 1.
1
6. 2. 0,0064. 3. à) 0,6; á) 0; â)5,6.

4. à)
�

� 3 � 2 1

0,2 0,3 0,5

�

; á) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. 5. à) 0,063; á) 0,91. 6. 12
49.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 2

Âàðèàíò 1. 1. 0,1323. 2. 90; 9. 3. 0,4. 4. Ïðèáë. 0,036. 5. 0,8.
6. 1 � e� 0,25 � 0,22.
Âàðèàíò 2. 1. 0,3456. 2. 320; 16. 3. 0,6. 4. Ïðèáë. 0,134. 5. 0,7.
6. e� 0,5 � 0,61.

Èòîãîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Âàðèàíò 1. 1.
1
6. 2. 0,0064. 3. 0,026. 4. 1; 1,2. 5. Ïðèáë. 0,98. 6.

2
9.

Âàðèàíò 2. 1.
5
18. 2. 0,4096. 3. 0,987. 4. � 2; 1,4. 5. Ïðèáë. 0,84. 6.

1
2.
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