
Глава VI. Независимые случайные величины

Найдите:

а) E(XY ); б) cov(X , Y ); в) DX и DY ;

г) коэффициент корреляции случайных величин X и Y .

299. Дано совместное распределение двух случайных величин X и Y :

Y
X

−1 1 3

0 0,2 0,12 0,08

1 0,3 0,18 0,12

Найдите:

а) E(XY ); б) cov(X , Y ); в) DX и DY ;

г) коэффициент корреляции случайных величин X и Y .

300. Симметричную монету бросают дважды. Найдите коэффициент корре-

ляции случайных величин X и Y , где X –– число выпавших орлов и Y –– число

выпавших решек.

301. Две случайные величины X и Y независимы. Верно ли, что их ковариация

равна нулю?

302. Ковариация случайных величин X и Y равна нулю. Верно ли, что они

независимы?

303. Бросают две игральные кости. Чему равны ковариация и коэффициент

корреляции случайных величин «число очков, выпавших на первой кости» и «число

очков, выпавших на второй кости»?

304. Бросают две игральные кости. Чему равны ковариация и коэффициент

корреляции случайных величин «число очков, выпавших на первой кости» и «сум-

ма очков на обеих костях»?

305. Бросают две игральные кости. Найдите ковариацию и коэффициент

корреляции случайных величин «число очков, выпавших на первой кости» и «число

очков, выпавших на второй кости», если известно, что

а) сумма выпавших очков равна 7;

б) сумма выпавших очков равна 8;

в) на второй кости выпало на 2 очка больше, чем на первой.

118

Глава VII

Геометрическое распределение

§ 13. Число испытаний до первого успеха

К геометрическому распределению приводит задача, связанная с испытаниями

Бернулли. Рассмотрим испытания Бернулли с вероятностью успеха p и с вероят-

ностью неудачи q = 1− p.

Предположим, что мы проводим испытания до появления первого успеха.

После появления успеха испытания не продолжаем. Пусть случайная величина X ––

число проведённых испытаний. Надо найти распределение случайной величины X .

Очевидно, что возможные значения X –– натуральные числа. Событие X = k озна-

чает, что сначала оказалось k− 1 неудач, а в испытании с номером k наступил успех:

{X = k} = ННН ...НН
︸ ︷︷ ︸

k−1 раз

У.

Испытания Бернулли независимы, поэтому

P(X = k) = qk−1p для k = 1,2, ...

Таким образом, получается геометрическое распределение:

X ∼
(

1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk−1p ...

)

.

Проверим, что сумма всех вероятностей в распределении равна единице. Для

этого нам потребуется формула суммы бесконечной геометрической прогрессии.

Первый член прогрессии равен p, а знаменатель равен q. Получаем

p + qp + q2p + q3p + ... =
p

1− q
=

p
p

= 1.

Пример 1. Мы хотим отправить СМС –– короткое сообщение с по-

мощью мобильного телефона. Наш телефон отправляет СМС ближай-

шей станции сотовой связи. Станция подтверждает, что сообщение

Название происходит от связи этого распределения с геометрической прогрессией.
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пришло без искажений (успех). Если искажения есть (неудача), телефон делает

следующую попытку и т. д.

Предположим, что мы находимся далеко от станции в зоне неуверенного

приёма. Тогда вероятность передачи без искажений мала. Поэтому телефон может

сделать много попыток, прежде чем удастся отправить СМС. Предположим для

определённости, что вероятность отправить СМС без искажений равна p = 0,05.
Найдём вероятность того, что СМС будет отправлена менее чем за 100попыток.

Снова на помощь приходит суммирование геометрической прогрессии:

P(X 6 100) = p + qp + q2p + ...+ q99p =

= p · 1− q100

1− q = 1− q100 = 1− 0,95100 ≈ 0,994.

Как видим, сообщение, скорее всего, будет передано, даже несмотря на плохую связь.

Попытки следуют быстро одна за другой, мы даже не знаем, сколько попыток

сделал наш телефон. Иногда, отправляя СМС из леса, можно заметить, что отправка

происходит намного дольше, чем обычно, –– телефон несколько секунд показывает,

что сообщение всё ещё не ушло1.

1 На самом деле в телефонах предусмотрена защита от «зависания». Если какое-то определённое

число попыток безуспешно, телефон прекращает передачу и сообщает о том, что сообщение не отправлено.
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и та же. Таким образом, срок службы самолёта до первого серьёзного ремонта ––

случайная величина, распределённая по геометрическому закону.

Похожим образом –– по регламенту –– проверяют надёжность автомобилей,

лифтов, тормозных систем железнодорожных вагонов и других систем, где отказ

чреват человеческими жертвами.

13.2. Математическое ожидание геометрического распределения

Теорема. Пусть случайная величина X распределена по геометрическому

закону:

X ∼
(

1 2 3 4 ... k ...

p qp q2p q3p ... qk−1p ...

)

.

Тогда EX =
1
p
.

Доказательство. Обозначим математическое ожидание a. Тогда

a = p + 2qp + 3q2p + 4q3p + ...

Запишем 2qp как qp + qp. Запишем 3q2p как q2p + 2q2p и т. д. Получим

a = (p + qp + q2p + q3p + ...)+ (qp + 2q2p + 3q3p + ...).

Сумма в первой скобке равна p
1

1− q
=

p
p

= 1.

Сумма во второй скобке равна q(p + 2qp + 3q2p + ...)= qa.

Получаем уравнение

a = 1+ qa,

откуда a(1− q)= 1 и, значит, a =
1
p
. ◭
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